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Cuvant inainte

Lucrarea de fatad reprezintd prima parte a cursului de Mecanica. Disciplina abordeaza
probleme de mecanic, rezistentd materialelor si organe de masini. in lucrarea de fata sunt
tratate probleme de: mecanica, cele de rezistenta materialelor si cele de organe de masini sa fie
abordate in cea de-a doua parte a cursului Mecanica Il.

Problemele expuse sunt tratate intr-o forma concisd, deoarece se adreseaza unor
studenti care sunt obligati sa audieze cursurile. Autorul a cautat sa trateze toate problemele in
asa fel incat sa nu fie necesara cunoasterea din partea studentului a unui aparat matematic prea
vast. Cursul astfel redactat, tinand cont de faptul ca este vorba de studentii anului I, presupune
cunoasterea elementelor de baza ale calculului diferential si integral. Studiind manualele de
fizica si mecanica, clasele IX-XII ale liceelor, si observand ca la acest nivel multe probleme ale
mecanicii sunt tratate vectorial, autorul si-a permis discutarea problemelor de mecanica
bazandu-se aproape exclusiv pe calculul vectorial.

Impartirea Mecanicii in subcapitole s-a facut intr-un mod care si tina cont de realitate.
S-a cautat fenomenele sa fie prezentate intotdeauna in ansamblul lor complet evitand separarea
in studiul cinematicii si studiul dinamicii a unui fenomen. in general, mecanica cuprinde douz
capitole mari: Mecanica punctului material si mecanica sistemelor de puncte materiale, unde
desigur se include si mecanica solidelor. In majoritatea cazurilor, cursul de mecanica se imparte
in trei capitole mari: Statica, Cinematica si Dinamica.

Redactarea cursului s-a facut tinand cont de bagajul de cunostinte pe care trebuie sa-I
aiba studentul in urma absolvirii liceului, abordand unele probleme direct, presupunand
notiunile elementare ca fiind cunoscute. Prezentul curs redactat sub forma prezenta, nu scuteste
pe student sa audieze prelegerile in mod constiincios si sa-si noteze amanuntele legate de
problemele audiate, deoarece cursul de fatd este doar un fir conducator in unele cazuri sau
contine amanunte fata de prelegeri in altele, dand posibilitatea studentului sa-si aprofundeze
problemele prin studiu individual.

in cadrul cursului redactat, autorul nu s-a limitat strict la programa analitici, ficand loc
si unor probleme de mare actualitate - cum ar fi spre exemplu zborul cosmic. Consider ca fara

aceste paragrafe cursul ar fi pierdut din integritate.

Autorii,
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CAPITOLUL 1
SISTEMUL INTERNATIONAL DE UNITATI

1.1. Miasurarea marimilor mecanice

Mecanica studiaza fenomenele, utilizdnd anumite marimi legate intre ele prin
relatii matematie, care reflectd legile dupa care se produc aceste fenomene. Asemenea
marimi sunt: lungimea, masa, timpul, viteza, acceleratia, forta, lucrul mecanic, etc.
Principala caracteristica a unei marimi mecanice (fizice) este aceea ca poate fi marurata.
Pentru a masura o marime mecanicd , trebuie sd o comparam cu o marime de aceeasi
naturd, luatd ca unitate. Raportul dintre marimea de masurat si unitatea de masurd
utilizatd reprezinta valoarea numericd a marimii. Atfel marimea A, a cdrei unitate de

masurd o notam cu [A] si se poate determina astfel:

Legile mecanice cantitative se exprimd prin relatii matematice. Formulele
matematice sunt relatii Intre marimi, in timp ce formulele mecanice sunt relatii intre
valori masurate ale marimilor. Pentru ca o formuld mecanica sa fie identica cu formula
matematica, unitatile in care masuram marimile mecanice nu trebuie alese arbitrar cu
intr-o anumita dependena unele de altele.

Faptul ca intre diferite marimi mecanice exista relatii de interdependentd, be ofera
posibilitatea ca un numar mic de unitati alese in mod arbitrar sd permitd determinarea
tuturor celorlalte unitati 1n mod nearbitrar. Un asemenea sistem de unitéti constituie un

sistem coerent de unitati.



1.2. Sistemul international de unitati

Straduintele pentru gasirea unui sistem de unitdti absolut, coerent, extensibil si
practic au condus in ultima perioada la urmatoarele sisteme absolute si coerente.

Sistemul mecanic M.K.S, bazat pe metru, kilogram-forta, secunda. Unitatea de
forta este variabila cu latitudinea si altitudinea. Nu poate fi extins in electromagnetism,
coerent cu unitdtile practice electrice. Este folosit Tn ramurile mecanice ale tehnicii.

Sistemul C.G.S, bazat pe centimetru, gram si secunda. Permite extinderea, dar nu
conduce la unitéti practice. Este adoptat si folosit pentru cercetari stiintifice.

Sistemul M.T.S, bazat pe metru, tond, secunda. Are unitdti prea mari de masa si
fortd. Este extensibil, dar nu este coerent cu unitati practice electrice.

Sistemul M.K.S, bazat pe metru, kilogram, secundd. Are unitdti practice
geometrice s1 mecanice (in afard de unitdtile de forta ti presiune, cam mici). Se extinde
in electromagnetism, in mod coerent cu toate unitatile practice. Se suprapune de fapt, cu
sistemul metric, in studiul sau actual de dezvoltare (S.I.).

Sistemul metric (sistemul international de unitati). Sistemul s-a dezvoltat
succesiv incepand din 1987. (Conventia Diplomatica a Metrului de la paris). in 1948 a
fost denumit sistem practic de unitati, iar in 1954 are adoptate sase unitati fundamentale:
METRU, KILOGRAM, SECUNDA, AMPER, gradul KELVIN si CANDELA (tabelul
1).

Mirimea Unitatea Alegerea unitatii

Lungimea metru [m] Lungimea unei bare etalon

Masa kilogram [Kg] | Masa unui corp etalon

Timpul secunda [s] Durata unui fenomen periodic natural

) Curentul produs prin trecerea unui anumit numar

Curent electric amper [A]
de electroni printr-un conductor intr-o secunda
A suta parte din intervalul de temperatura intre

Temperatura kelvin [K] punctul de topire a ghetii si punctul de fierbere a

apei, la presiunea atmosferica normala

. . Intensitatea luminoasa a unui corp incandescent,
Intensitatea luminoasa | candela [cd] ' )
convetional ales, la temperatura sa de topire

Unghiul plan radian [rad.] Unghiul plan ales conventional

Unghiul solid steradian [sr.] | Unghiul solid ales conventional




In sistemul S.I. aceste marimi fundamentale au fost alese in mod arbitrar. Toate
celelalte marimi sunt marimi derivate, deoarece sunt legate de unitatile fundamentale
prin anumite relatii denumite ecuatii de definitie.

Facem observatia ca aceste unitati fundamentale au definitii metrologice foarte

precise, noi insa nu redam aceste definitii in cadrul acestui curs.

1.3. Multipli si submultipli ai unitatilor
Unitatile fundamentale sau cele derivate folosite in diferitele domenii ale fizicii
sunt uneori prea mici alteori prea mari. De aceea se folosesc multiplii sau submultiplii a

caror nume se formeaza cu ajutorul prefixelor (tabelul 2).

Prefixul Simbol Factorul Prefixul Simbol Factorul
tera T 10% centi c 10
giga G 10° mili m 103

mega M 108 micro M 10
kilo K 103 nano n 10°
hecto h 102 pico P 1012
deca da 10 femto f 101
deci d 10 atto a 108

1.4. Ecutiile dimensionale

Unitatile marimilor derivate sunt legate de unitdtile fundamentale prin ecuatii

dimensionale. Notand cu [A] unitatea marimii derivate A, ecuatia dimensionala a acestei

marimi va fi de forma:

[A] = L*- MB-TY

unde: L, M, T sunt unitati de lungime, masa si timp

a, B, v sunt dimensiunile unitatii derivate in raport cu unitatile fundamentale

Ecuatia dimensionald a unei marimi derivate se stabileste plecand de la ecuatia

de definitie a vitezei, care se calculeaza cu ajutorul urméatoarel formule:




| Wn

unde: S - spatiul

t - timpul

Spunem ca viteza are dimensiunea: 1 - fatd de lungime; 2- fatd de masa si -1 -
fatd de timp. Mentionam ca in formulele dimensionale nu apar coeficienti numerici
deoarece au dimensiunea zero fata de toate unitatile fundamentale. De aceea marimile
care se definesc cu raportul a doud marimi de aceeasi natura, (densitate relativa,
coeficient de frecare prin alunecare, etc.) sunt marimi adimensionale. Ele au aceeasi
valoare in toate sistemele de unitati si se exprimad numai printr-un singur numar ca de

exmplu: constanta cercului ™ = 3,142.



Capitolul 2
ELEMENTE DE CALCUL VECTORIAL

2.1.  Algebra vectoriala

2.1.1. Notiunea de vector

Marimile care pot fi definite prin cate un numar si unitatea de masura aleasa, sunt

marimi
scalare. Exista insd marimi ce prezintd un caracter geometric. Spunand de exemplu ca
punctul P (corp punctiform) s-a deplasat pe o dreapta cu o 0,2m, noua pozitic P’ a
punctului se va cunoasste complet numai faca se specifica directia dreptei si sensul de
deplasare a punctului pe aceasta dreapta.

In exemplul de mai sus, deplasarea punctului P poate fi caracterizatd prin
segmentul orientat PP’. Doua deplasari PP’ si PA ale punctului pot fi compuse intr-0
asigura deplasare PC, care este independentd de ordinea deplasarilor PP’ si PA.

Deplasarea rezultata PC, se obtine construind paralelogramul ca in figura 2.1.

Figura 2.1.

Marimile, pentru a cdror caracterizare completd este necesara specificarea
directiei si sensului, si se compus dupa legea paralelogramului sunt marimi vectoriale.
Un criteriu mai general pentru caracterizarea unui vector, vom da mai tarziu, insa, si din

cele sde mai sus putem trage concluzia cd marimile care pot fi caracterizate prin



segmente orientate insd nu se Insumeaza dupa legea paralelogramului, nu sunt marimi
vectoriale.

Vectorul A va fi reprezentat printr-un segment orientat (o sageata) si va fi notat
cu A. Valoarea absolutd sau modulul vectorului se va nota cu |A|, pe cand distanta A
efectiva cu semnul + sau — si reprezintd valoarea scalard vectorului A.

Doi vectori sunt egali A = B, daci au aceeasi mirime, aceeasi directie si acelasi
sens, adica vectorul B prin translatie se suprapune A. din diferenta de mai sus rezulti ci
in privinta egalitatii a doi vectori, pozitia punctelor lor de aplicatie este indiferenta. Din
punctul de vedere al efectului fizic insd, pozitia punctului de aplicatie poate fi
importantd. Astfel, in functie de faptul ca mutarea punctului de aplicatie a vectorului

modificad sau nu fenomenul fizic, vom distruge vectori liberi, si vectori legati.

2.1.2. Componentele unui vector
Daca uy, Uy, U3, sunt trei vectori unitari aplicati in punctul 0 ca in figura 2.2.,
atunci orice vector A in spatiul eucledian tridimensional poate fi obtinut din

componentele sale pe directie versorilor A = A, U;+A, U, +A, U5.

Figura 2.2.

Fie cazul special a trei vectori perpendiculari, I, ], k, dupi sistemul ortogonal

drept, ca in figura 2.3.
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Figura 2.3.

Conform celor de mai sus, orice vector, poate fi ca suma a componentelor sale pe
cele trei axe (caracter hipercomplex). In ceea ce priveste marimile vectoriale, ele sunt:
forte, viteze, impulsuri, etc. Vectorul avand caracter de lungime, care arata pozitia unui

punct P(x, y, z) fata de reper ), de obicei este vectorul notat cu T, numit vector de pozitie:

r=xI+y]+zk

Daci vectorul A este dat, adica se cunosc:
din relatia de mai sus, rezulta principiul lucrului mecanic vitual:’or exterioare pentru
orice deplasare virtuala este nul.
Se poate spune deci ci, dacd R 8t = 0, echilibrul existi.
Analitic :
Xox+Yoy+Zdoz=0

Dupa cum se vede fortele de legatura in definitia principiului nu figureaza.
Conditia de mai sus este necesara dar si suficientd pentru ca punctul material sa fie in
echilibru. Principiul are aplicabilitate atat in cazul unei suprafete sau curbe fixe cat si in
cazul unei suprafete sau curbe mobile deoarece in timpul 6t = O deplasarea acestora este
nuld, si in acest ultim caz deplasarea virtuala ot este de-a lungul suprafetei (sau curbei),

figura 2.4.

11
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Figura 2.4.

Intrucét vectorul A in spatiul tridimensional este determinat de proiectiile sale pe
cele trei axe; Ax, Ay, Az; ecuatia vectoriald: A =B
Se poate scrie in trei ecuatii scalare,

Ax =BXx; Ay =By; Az =Bz,
Deci orice ecuatie vectoriala este echivalenta cu trei ecuatii scalare.

Deoarece componentele unui vector dupa cele trei axe se obtin din proiectiile
vectorului pe axe, rezultd ca suma A + B este suma componentelor vectorilor A si B.
Exemplul dupa axa OX este (Ax + BX) T;

Intrucat vectorul A este definit de componentele sale pe cele trei axe, se poate

scrie symbolic, ca si in cazul definirii prin (a,b) a numarului complexa+1b,

A - (Ax, Ay, Az)

2.1.3. Adunarea vectorilor

Suma vectorilor A si B, deci A + B se obtine construind paralelogramul din figura
2.5. a sau mai simplu, plasind vectorul B cu punctul siu de aplicatie in varful vectorului
A. Vectorul sumi A + B se obtine legand punctul de aplicatie al vectorului A cu varful

vectorului B, ca in figura 2.5.b.

12



Figura 2.5.

In acelasi mod ca mai sus, la vectorul A + B se poate aduna un C, etc. Este usor
de observat ci: adunarea vectorild este comutativi A + B = B + A si ci este asociativi

(A+B)+C=C+ (B+C) =B+ (A+ C) ceea ce rezulti clar din figura 2.6.

Figura 2.6.

Se intelege prin negativul vectorului B un vector —B egal cu vectorul B, avand
aceeasi directie dar sensul opus. Astfel diferenta dintre vectorii A si B,poate fi scrisd sub

forma: A — B = A + (—B) si reprezintata in figura 2.7.

Figura 2.7.
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Din definitie insumdrii vectorilor rezultd ci, dacd A + B + C + --- = 0, vectorii
formeaza un poligon inchis. Vectorul A inmultit cu un scalar m (amplificat cu m) va fi
vectorul mA avand valoarea absolutd |mA|, directia vectoriald A si acelasi sens, sau sens
contrar lui A, depinzand de semnul scalarului m.

Orice vector egal cu unitatea (I) este un vector unitar, sau versor. Vectorul unitar
A
A

pe directia vectorului A este, i = = astfel A = A - @L.
2.1.4. Produs scalar sau produsul interior a doi vectori
Intelegem prin A B produsul intre scalariile vectorilor A si B si cosinusul

unghiului dintre acesti vectori, adica:

A B=A B cos (A",B)

si este 0 marime scalara. Se poate interpreta produsul scalar ca fiind scalarul A inmultit
cu proiectia lui B pe directia vectorului A (sau invers). Se mai folosesc notatiile: AB,
(A B),
(A, B);

Produsul scalar este: a) comutativ, A B =B A si b) distributive, A(B+C)=A B
+ A C, figura 2.8.

Figura 2.8.

deoarece conform figurii 2.9. avem:
A(B+C)=0A-0C=0A (OB+BC)=0A OB+CA=AB+AC

14



Figura 2.9.

Produsul scalar AB este pozitiv sau negativ dupd cum cei doi vectori formeaza
unghi ascutit sau obtuz. In afard de cazurile banale A = 0 sau B = 0, produsul este nul
dacd cos a = 0.

Se recunoaste ci A A = A? = A?si deci pentru versorii axelor sistemului rectangularT, 7,

k vom avea aplicand distributivitatea:

AE:AxBx'fAy By+Asz

2.1.5. Produs vectorial sau produsul exterior a doi vectori

Intelegem prin produsul vectorial al vectorilor A si B, vectorul al cirui modul
este aria paralelogramului format cu cei doi vectori. Fiind un vector perpendicular pe
planul format de A si B, sensul fiind dat de legea surubului drept (rotind primul factor
A sub unghiul mai mic spre cel de al doilea factor B, figura 2.10.)

Pentru produs vectorial se mai folosesc notiunile: [A, B] sau A x B;

Conform definitiei date, produsul vectorial a doi vectori nu este comutativ,

[AB]=-[BA]

dar este distributiv: [(A + B), C] =[A C] + [B C]

15



Figura 2.10.

Distributivitatea fata de operatia de adunare vectoriala se poate vedea din figura

2.11. unde s-a procedat in felul urmator:

Figura 2.11.

Paralelogramul avand laturile A si B si diagonalele A + B se proiecteaza pe planul

perpendicular in 0 la vectorul C. Paralelogramul din acest plan ODFE, se amplifica de

16



C ori si se roteste in sens corespunzitor cu 90°. Obtine astfel vectorul [AC], [BC ] si [(A
+ B), C] de unde se vede ca [(A + B), C] este rezultanta [A C] + [B C].

In afara de cazurile banale cand A = 0 sau B = 0, produsul vectorial [AB] = 0
daca sin (A,"B) = 0 adica [A B] = 0 dacd A Il B si deci [A A] = 0. Adica produsul
vectorial a doi vectori paraleli este nul. Special, pentru versorii axelor sistemului

rectangular 1,7, k vom avea:

astfel:

[AB]=[(AxT+AyJ+ Azk)(BxT+ By7+Bzk)]

2.1.6. Produse duble

2.1.6.1. Dublul produs scalar

Dublul produs scalar A (B C), cum B C da un scalar care este un vector de forma
m A, deci un vector inmultit cu un scalar/amplificat si este pe directia vectorului A /

care in general diferd de exemplu de (A B )C /.

2.1.6.2. Produsul mixt

Produsul scalar [A B]C sau C[A B], desigur este o0 mirime scalar egald cu aria
paralelogramului format de A si B, inmultitd cu proiectia lui C pe perpendiculara la
parallelogram /figura 2.12., adica este volumul paralelipipedului format de vectorii A,
BsiC.
Produsul mixt se mai noteazd ABC sau [ABC] si este pozitiv sau negative dupa cum
sistemul format de cei trei vectori este sau nu sistem drept.

Din insési notiunea de volum rezultd cd produsul mixt este unul nul, [A B]C =

0, dacd A, B si C avand punct de aplicatie comun, sunt coplanari.

17



Figura 2.12.

2.1.6.3. Dublu produs vectorial

Produsul [A[ BC]] este desigur tot un vector. Proiectia pe axa OX /de exemplu/
al vectorului rezultat in urma operatiei de inmultire vectoriald dubld, este conform
relatiei:

Ay[BC]z - Az[BC]y = Ay (BxCy — ByCx) — Az (BzCx — BxCz)
adunand la acest rezultat egalitatea:
AXBXCx — AxBxCx =0
si grupandu-le se obtine:

Bx(AxCx + AyCy + AzCz) — Cx(AxBx + AyBy + AzBz) = Bx (C'A") — Cx(A B)

Procedand la fel si pentru componentele dupa celelalte doudaxe si insumandu-le

rezulta,

18



Aplicand formulele de mai sus, produsele mai complicate se reduc la produse mai

simple, spre exemplu: [AB] [CD].

2.1.7. Derivata unui vector depinzind de un parametru

Fie vectorul A depinzand de un parametru t (timpul ) A=A (t).

Daca ludm raportul dintre AA =A (t + At) — A (t) si At, derivata vectorului A in
raport cu parametrul t este tot un vector, presupunand ca acest vector limita exista. Dand
raportului dA/dt aceeasi definitie ca si la analiza scalar, regulile de derivare pentru suma
si cele trei feluri de produse se mentin, adica derivate unei sume este egald cu suma

derivatelor, iar in privinta produsului scalar si vectorial avem:

[A’B]=-[B A’], avand grija s nu se inverseze ordinea .
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Capitolul 3
MECANICA PUNCTULUI MATERIAL

3.1. Elementele cinematicii punctului material

3.1.1. Notiuni cinematice de baza. Viteza, acceleratie.

Descrierea cinematicd a miscdrii punctului material inseamnd cunoasterea
pozitiei acestuia in orice moment fatd de un sistem de referinta. Sistemul de referinta
poate fi ales acceptand originea sistemului 0, si ducand prin aceastd origine trei axe
perpendiculare intre ele. Convenim ca axele X Yy z sa fie astfel alese ca sistemul de axe
de coordonate sa fie un sistem drept, adica cele trei axe X y si z s corespunda degetelor:

mare, aratator si mijlociu de la ména dreapta ca in figura 3.1.

r4
P
|
a
z
I
!
L
0\ : //’
X
W, A /,
p
Figura 3.1.

Pozitia punctului P este complet definita daca sunt cunoscute coordonatele x, y

s1 z. Pozitia punctului P poate fi definitd de vectorul de pozitie

r=(0P)

20



Deoarece proiectiile acestui vector pe cele trei axe sunt chiar coordonatele x, V si
z. Sunt cazuri, cand pentru caracterizarea pozitiei punctului P, in locul sistemului de axe
rectangulare este mai convenabil sa folosim alt sistem, de exemplu sistemul de
coordonate sferic sau cilindric. Miscarea punctului material, din punct de vedere

cinematic este determinatd daca cunoastem vectorul de pozitie ca functie de timp:

F= (1)

sau analitic,
X=X(); y=y@); z=z()

Presupunem ca functiile de mai sunt sunt functii continue si, in vederea celor ce
urmeaza, sunt cel putin de doud ori derivabile.

Ecuatiile desigur definesc o curbd, curba descrisd de punctul mobil P, adica
definesc traiectoria, deoarece este totodata sistemul de ecuatii parametrice al traiectoriei.
Daca punctul material din punctul A al traiectoriei, in timpul t, ajunge in B, arcul AB =
a (In lipsa de puncte de Intoarcere) reprezinta spatiul parcurs n timpul aratat, iar vectorul

AB ste deplasarea punctului in acest timp.

5

o

Figura 3.2.

Fie punctul material al momentul t in pozitia P definita de vectorul de pozitie T.

Dupa intervalul de timp At, punctul material ajunge in P' definita de vectorul r +Ar .
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Deplasarea punctului material in timpul At va fi PP" = AF (figura 3.2.). Vectorul
AT/ At, stiind cd Ar =T (t + At) — (t), in afard de momentul t mai depinde si de intervalul
ales At poate caracteriza miscarea numai daca acest interval se alege "suficient” de mic.
Vectorul viteza (sau pe scurt viteza) este derivata in raport cu timpul a vectorului
de pozitie. In cazul cel mai general (V) este functie de timp si (V) = (V) (t) este viteza

punctului mobil la momentul t.

Lravectorie

Figura 3.3.

Din figura 3.3. rezulta clar ca vectorul Ar / At la limita are directia tangentei la
curba in P, sensul este in sensul miscarii punctului de la P spre P', iar marimea Ar tinde
spre marimea spatiului As , de aceea directia vitezei va fi mereu directia tangentei la
traiectorie iar ca marime derivata spatiului in raport cu timpul: ds/dt. Acceleratia va
caracteriza variatia vitezei in timp. Pe baza unor considerente similare celor de mai
inainte, vectorul acceleratie (sau pe scurt acceleratia) este derivata in raport cu timpul a

vectorului viteza, sau derivata a doua a vectorului de pozitie.
3.1.2. Viteza si acceleratia in diferite sisteme de coordonate.
3.1.2.1. Coordonate arteziene
Dacai,jsi k sunt versorii axelor de coordonate atunci:

r=xi+3x]+xk
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Versorii fiind constanti, dupa derivare in raport cu timpul obtinem :

V=r=Xi+yj+7Zk

3.1.2.2. Coordonate naturale

Notiam cu § vectorul unitar pe directia tangentei la traiectorie in P. Cu U vom nota
vectorul unitar perpendicular pe § vom nota vectorul unitar perpendicular pe si cuprins
in planul determinat de V si V + AV. Vectorul binormal B si fie perpendicular pe 8 si U

si cu sensul ales astfel incat sa obtinem un sistem rectangular drept.

Figura 3.4.

Sistemul astfel obtinut formeaza sistemul natural, care in diferitele puncte ale
traiectoriei se schimba, insa in multe cazuri folosirea sistemului natural este mai
avantajoasi. Viteza are directia vectorului unitar & a cirei mirime este: V = ds/dt.

Din figura 2.4. rezulta ca unghiul do se poate exprima:
dep =ds/R

si se obtine

8 =1/R ds/dto=V/IRD
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3.1.2.3. Coordonate polare plane.
Pozitia punctului P poate fi determinati cu ajutorul vectorului de pozitie ¥ = OP si
unghiul ¢ dintre (T) si 0 dreapta fixa. Considerdam, ca dreapta fixa fata de care masoara

unghiul ¢ este axa 0x din planul xoy ca in figura 3.5. si deci se poate scrie:

Figura 3.5.

Viteza respectiv acceleratia punctului P pot fi descompuse dupd directia
vectorului de pozitie rsi dupd o perpendiculard pe aceasta. In vederea exprimarii
componentelor cu ajutorul marimilor r, ¢ si derivatele acestora, obtinem vectorul unitar

derivat este perpendicular pe vectorul unitar si are marimea.

(do)/dt=¢’

3.1.2.4. Coordonate polare cilindrice

Pozitia punctului P poate fi exprimata cu ajutorul coordonatelor polare plane psi
o (proiectand punctul P pe planul xoy) si cota z al punctului fata de planul xoy. In loc
de r am introdus notatia p spre a pastra semnificatia ¥ = (OP).

In acest caz, viteza si acceleratia vor avea componente si dupa axa 0z,
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Figura 3.6.

3.1.2.5. Coordonatele sferice (polare spatiale)

Legatura dintre coordonatele carteziene si cele sferice se poate scrie pe baza
figurii 3.7.

X =1 sinf cos; y =1 sind sing; z=r sind

unde, (0<6<m) si (0<p=<2m)
/ﬂ" :
\\
L
L b
|
%, I
|
Y, s
¥ V= Y
oK d P
a) b)
Figura 3.7.
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Consideram o deplasare drcu a punctului P ci in figura 3.7.b. , dupi care
coordonatele punctului vor fi: r + dr, 8 + d, ¢ + do. Deplasarea elementara dr se poate
vedea ca este suma deplasarilor dr, rd6 si pde =r sinf do. Acestea, raportate la dt rezulta
componentele vitezei in coordonatele sferice:

Vi=r; Ve=10"; V,=sinb¢
Modulul vitezei se calculeaza din:
V2 =1r2+1202 + r?sin%0-¢"2

3.1.3. Probleme simple de cinematica
Sunt in general trei grupe de probleme:
a. se cunoaste traiectoria punctului, se cere viteza si acceleratia acestuia;
b. se cunoaste viteza punctului, se cere traiectoria;
C. se cunoaste acceleratia punctului, se cere traiectoria acestuia.
in grupa a, matematic vorbind, se da F = T(t)si se cere V si a, sau analitic (de
exemplu in coordonate carteziene) sunt date x(t), y(t), z(t) si se cere determinarea

componentelor vitezei si acceleratiei punctului.

3.1.3.1. Miscarea circulara uniforma

Drept exemplu pentru problemele din grupa a, vom trata aceasta miscare.
Miscarea punctului P pe un cerc de raza r, cu V = constant, poate fi caracterixata prin
faptul ca unghiul de rotatie ¢ este proportional cu timpul, adicd ¢ = ot sau ¢° = ® =

constant.
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Figura 3.8.

Daca cercul este in planul xoy si unghiul de rotire ¢ se masoara de la axa 0X,
atunci coordonatele punctului P sunt:
X =rcos -t

y =rsinmt

Componentele vitezei conform relatiilor vor fi:
Vx =X'=—or sin ot

Vy =Yy =—orcos ot

Se observa faptul ci unghiul format de vectorul vitezi V cu axa ox este mai mare
cu w2 decat unghiul format de vectorul de pozitie T cu aceeasi axa, deci V este tangent
la cerc in P

Atfel componentele acceleratiei sunt:

AN

ax=X"=—®?rcos ot =— ®? X

ay=y =—w’rsinot=—-w’y

ecuatie ce arata ca vectorul acceleratiei a este pe directia vectorului de pozitie T si are

sensul de la P spre O, adica acceleratia este "normala" (centripetd) iar modulul va fi:
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Rezultatele de mai sus se obtin mai usor in coordonate polare plane, deoarece r =

const. , @' = ® = const. Astfel:

Vi=r =0;Vo=0=r0o=V

2
2V

\2:_1,(’0 __T;a(p:r(P\\_i_zr\(p\:O

aA=r —-ro

Si mai usor se obtin aceste rezultate daca ne folosim de sistemul natural, avem:

2

Vo= ViV, =0sia,= V' =0;a,= —

In cazul acestei miscari, legaturd intre viteza unghiulard o, perioada de rotatie T

si frecventa v = I/T este:

unde w fiind 27 ori frecventa, are si denumirea de frecventa circulara. Facem observatie
ca la aceastd miscare denumirea de "uniforma" se datoreaza marimii constante a vitezei
(respectiv a lui ), vectorul viteza insa ca directie, nu este constant si de aceea miscarea

este accelerata.

3.1.3.2. Miscarea rectilinie uniforma

in cadrul grupei b, de probleme vom da ca exemplu miscarea rectilinie uniforma.
La aceasta grupa de probleme se cunoaste (in urma masuratorilor; sau considerente
teoretice) viteza punctului. Matematic vorbind se di V (F, t) si ce cere functie F (t), sau
analitic (de exemplu, in coordonate carteziane), din functiile date Vx (X,y,z,t), Vy

(x,y,2,t), Vz (X,y,z,t) sd se determine functiile. Problema este pur matematica, adica
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rezolvarea ecuatiei diferentiale vectoriale F = V (F, t), sau rezolvarea a trei ecuatii

diferentiale de gradul intai:

X =Vx (X,y,z,1)

y\:Vy (X,y,Z,t)
z'=V; (x,y,z,t)

Cum din matematica se stie, sistemul are o rezolvare generala, continand trei
constante de integrare. Aceste constante de integrare sunt determinate de pozitia initiala

a punctului in miscare prin faptul ca pentru functiile obtinute r (t) adica x (t), y (t), z (t)

lat=0, 1 =toadica x =xo, Y =VYo,Z =20

In cazul miscarii cu viteza constanta( vectorul este constant) , solutia generala

este:

=il
I
Q'!
+
al

relatie in care vectorul d contine toate acele misciri ale ciror viteza este C.
In cazul special cdnd la momentul t = 0 punctul se afla in pozitia data prin ro,
conditia initiala da r (0)= ro. Problema deci are solutia:

r=ct+ 1o

ceea ce ne aratd ci punctul se misci cu viteza constantd C pe o dreapti paraleld C dusi

prin varful vectorului o (figura 3.9.).
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Figura 3.9.

Miscarea rectilinie uniforma este miscarea cea mai simpla. Acceleratia in cazul
acestei miscari si numai in cazul acesteia, este nula. Rezolvarea analiticd duce in cazul

alegerii dreptei pe care se deplaseaza punctul, drept axa OX 1n ecuatia:
X =ct+ Xo

3.1.3.3 Miscarea uniforma variata

Aceasta miscare va fi discutata in cadrul grupei ¢, de probleme unde, matematic

vorbind se da si se cere, sau analitic, sunt date:

ax(X,y,z  Vx,Vy, Vg, 1)

ay(x,y,z  Vx,Vy, Vg, 1)

az(X,y,z Vx,Vy, Vz, 1)
si se cere: X (1), y (), z (t).

Din nou rezolvarea este pur matematica, adica rezolvarea ecuatiei diferentiale
vectoriale de gradul doi:
I =a(f Tt

sau analitic, rezolvarea sistemului de ecuatii diferentiale de gradul doi:
X =ax (X, Y,2,X,Y,2)
y =ay(x,y,2,x,y,2)

z =a;(X,y,2,X,y,2)

Integrala generala, cum din matematica se stie contine 6 constante. Aceste
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lat=0avemr=tosi I = Vo

adica

X=X0o,Y=Y¥0,Z=208I X =Vox, Y =Voy, Z = Vo,

3.1.4. Oscilatii armonice. Suprapunerea (compunerea) oscilatiilor

Miscarile ale caror faza (fiecare fazd! ) se repetd in anumite intervale de timp sunt
des intalnite in tehnica. In cele ce urmezi, vom stabili pentru unele misciri periodice
simple cateva legi. Aceste legi prin natura lor pur matematica sunt valabile 1n afara de
miscarii mecanice in cazul oricarui fenomen periodic — oscilatii - si deci au aplicabilitate

larga in toate domeniile fizicii.

3.1.4.1. Oscilatii armonice.
Miscarea periodicad cea mai simpla - care se poate descrie matematic foarte usor
- este miscarea punctului material pe o dreapta astfel ca fatd de o origine O pe aceastd

dreapta, distanta x (elongatia), sa fie o functie sinusoidala sau cosinusoidala de timp:

X = Asin(ot + @)
Sau

x = A cos(ot + @)

Aceasta miscare poartd numele de miscare rectilinie oscilatorie armonica.
Proiectand miscarea circulara uniforma pe o dreapta din planul cercului, rezulta o astfel
de miscare. In ce conditii ia nastere o miscare oscilatorie armonica vom vedea in cadrul
dinamicii. Deocamdatd ne limitdm la descrierea acestei miscari. Marimile A, o, ¢ pot fi
recunoscute pe baza miscarii curculare uniforme, insa acestea rezulta relatiile urmatoare:

A este elongatia maxima numita amplitudine.

Deoarece este vorba de o functie sinusoidala, elongatia x se repetd la intervale:

T=2n/®
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unde T este timpul de oscilatie sau perioada.
Numarul de oscilatii in unitate de timp se numeste frecventa, 1/T = v a carei

unitate de masura este este 1 S =1 hertz (Hz), astfel:

wW=2n/T=27nv

w poartd numele de frecventa circulard sau pulsatie si este numarul de oscilatii
in timpul 2 . Argumentul ot + ¢ este faza oscilatiei. Constanta de faza ¢ depinde de
momentul Tnceperii masurarii timpului. Daca acest moment este ales astfel incat in locul
lui t sd avem t + /2w se va modifica si constanta de faza ¢ cu m/2, cu alte cuvinte, pentru
descrierea miscarii sunt valabile ambele relatii. Daca originea timpului alegem drept
momentul trecerii punctului prin polul O om sensul pozitiv al axei (deci pentru t = 0, X
= 0) atunci din x = A sin ot, viteza Xx'= ®A cos ot = 27/T A cos 2n/T t, va fi maxima in
momentul trecerii punctului prin polul O (t = 0, T/2, T,...) si nuld in punctele de
intoarcere (t= T/4. 3T/4,...).

Acceleratia
X"= — % A sin ot = — 0? X
Acceleratia este proportionald cu elongatia x si de sens contrar, adica vectorul
acceleratie aratda mereu spre polul O numit centru de oscilatie. Astfel din relatia

anterioara putem tragem concluzia ca daca punctul material are acceleratia

x"=w?x=0

avem de a face cu o miscare oscilatorie armonica. In vederea justificarii acestei afirmatii
trebuie sd aratam ca toate solutiile ecuatiei diferentiale pot fi scrise astfel. Se stie ca
solutia generald a unei ecuatii diferentiale liniare omogene de gradul doi este combinatia
lineara a doua solutii particulare independente, avand drept cele douad solutii particulare

independente L sin si cos t, astfel ca solutia generala este:

Cisinot+Cocosmt
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in locul constantelor C1 si C2 putem introduce alte doud constante: A si @ prin
ecuatiile C1 = A cos ¢; Co= A sin ¢.

Ecuatia este identica cu cele scrise anterior si reprezintd o miscare oscilatorie
armonica. Ori de cate ori ecuatiile de mai sus sunt valabile pentru orice variatie in timp
a lui x putem vorbi in general despre oscilatii armonice sau oscilatii sinusoidale. (Deci
X poate insemna: unghi, intensitatea curentului electric, intensitatea cAmpului/ magnetic/

etc). In prezentul curs vom mai intdlni ecuatia:

X =—m?xsau X =-kx

sub numele de ecuatia diferentiald a oscilatiei armonice a carei timp de oscilatie este

T=2n/w.

3.1.4.2. Suprapunerea oscilatiilor

Se poate intdmpla ca punctul material sa execute simultan doua sau mai multe
oscilatii armonice. In cele ce urmeaza vom trata numai cazurile cand oscilatiile sunt de
aceeasi directie sau perpendiculare intre ele, deoarece toate celelalte cazuri pot fi reduse

la una din aceste doua variante.

Daca doua oscilatii au aceeasi directie si frecvente egale, deci:

X1= Az sin (ot + @1)

X2 = Az sin (ot + @2)
atunci printr-o simpla transformare gonimetrica,
X=X1+Xo
obtinem:

(A1 cos @1 + A2 cos ¢2) sin ot + (A1 sin @1 + A2 sin @2) cos ot

Sa detemindm doua constante, A si ¢ , astfel ca sa avem:

33



A1 cos @1+ Az cos 2 = A cos ¢
Az sin @1 + Az sin @2 = A sin @

Acest lucru este posibil deoarece suma patratelor ecuatiilor ofera:

A = V(A12+A2+2A1 Az cos(@2— 1))

si raportul lor ne da

¢ =arc tg ((A1 singi+Az singz) / (A1 cose1+Az cos@2))

Cu aceste valori se poate scrie sub forma:

X = A sin(ot + @)

Si deci doua oscilatii de aceeasi directie de aceeasi frecventa ® se compun, dand
nastere tot la o oscilatie de frecventa o a carei amplitudine A respectiv constanta de faza
se calculeaza conform relatiilor scrisee anterior.

Aplitudinea A a oscilatiei rezultante depinde de diferenta de faza @2-p1=3

Special, amplitudinea A in cazul amplitudinilor date A1 si Az va fi maxima, A =
A1 + Az daca:

3=02—01=0; +2m; +4n

si minima, A= A; — A> daca:
5=02—¢1=0; =+m; +3m; =£5=n
Daca A1= A: amplitudinea oscilatiei rezultante este nula — adica cele doud

oscilatii se sting reciproc (extinctie). Relatiile de mai sus sunt importante in fenomenele

de interferenta.
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Compunerea oscilatiilor de aceeasi directie dar frecvente diferite.
Rezultanta a doua oscilatii armonice de frecvente diferite, servindu-ne de functia

cosinus este:

X=A1cos ®l - t+Azc0s w2 - t+ (p2— 1)

Observam ca ecuatia nu poate fi adusa la forma A cos(wt + @) si deci nu este
vorba de o oscilatie armonicd. Tragem insd concluzia ca daca raportul frecventelor
circulare este un numar rational atunci oscilatia rezultanta este periodica si are drept o,
cel mai mare divizor comun al frecventelor ®1 si 2.

In acest caz, ®1=m® si 2 =no unde m si n numere Intregi, si deci:

X=A1cosmot+ Az cos [not+ (p2— ¢1)]

Valoarea functiei se repeta in timpul T = 2n/w, deci perioada este T. Daca de

exemplu raportul ©1/m2= V2 nu este vorba de un fenomen periodic.

Compunerea oscilatiilor armonice perpendiculare avind frecvente circulare
egale
Considerand doua oscilatii, conform celor prezentate anterior se poate scrie

pentru oscilatia dupa axa OX:
X = A cosomt
Oscilatia perpendiculara pe aceasta este
y =B cos[w t+(¢2 - ¢1)]
Ecuatiile de mai sus sunt ecuatiile parametrice a unei curbe plane (planul XOY).

Pentru a recunoaste mai usor curba, ecuatiile de mai sus vom aduce forma f(x,y) = 0.

Prin eliminarea parametrului:
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y/B = cos ot cos(g2— (1) — sin ot sin (p2— 1) = X/A cos(pz2 — @1) — V(1- x?/A?) x sin
(p2— 1)

Sau

[y/B — X/A cos(p2— @1)]*= (1— X*/A?) sin® (¢2 — 1)

Rezulta:
X2IA? + y?/B? — 2xy/AB cos (92— ¢1) = Sin? (g2 — ¢1)

este ecuatia unei curbe de gradul doi — o elipsa — deoarece coordonatele x si y pot avea
numai valori finite cuprinse intre valorile A si B. Oscilatia rezultantd este o oscilatie
eliptica, elipsa fiind in dreptunghiul delimitat de 2A si 2B, cu centrul in centrul
oscilatiilor componente O. Pozitta elipsei in acest dreptunghi se determina prin metodele

geometriei analitice din A, B si g= @2 — @1

Figura 3.10.

Cazuri speciale:
a. Daca g = 0 sau g = m atunci (X/A + y/B)? = 0, adica elipsa se degenereazi in
dreptele y = B/A x pentru g =0
y=—B/Axpentrug=mn

si deci oscilatia este liniara.
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b. Dacid g = /2 sau g = 3 n/2 atunci x?/A? + y?/B? =1
deci elipsa are drept axe principale axele de coordonate avand semiaxele egale cu A
respectiv B.
c. Daca pe langa cele de la b, avem si A = B, traiectoria este un cerc si deci
oscilatia este

circulara deoarece in acest caz ecuatiile iau forma:

X=Acosot;)y=Asin+ ot

punctul (X, y) ce reprezinta oscilatia parcurge cercul cu viteza unghiulara (o) constanta,
sensul fiind dat de semnul + sau —. Atragem atentia ca doua oscilatii cu amplitudini
egale (A) si sensuri contrare de oscilatie dau nastere la o oscilatie liniard de amplitudine
2A. Daca pentru t = 0 diferenta de faza este g, rezultanta este bisectoarea unghiului, si

are valoarea maxima 2A.

'X

)
1 7
Figura 3.11.

Compunerea oscilatiilor armonice perpendiculare avand frecventa circulare
diferite.
Daca presupunem ca frecventele celor doua miscari diferd foarte putin, adica € =
02— 1 K 1, S€ poate scrie:
X=A cosm: t

y =B cos (m2t+g) =B cos (01 + &t +3)
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Sub aceasta forma, oscilatiile pot fi considerate ca fiind oscilatii cu frecvente
egale insa a caror diferentd de faza variaza cu timpul (foarte lent). Astfel punctul ce
reprezinta oscilatia descrie conform niste elipse a caror pozitie se schimba mereu ca in

figura 3.12.

l A
Figura 3.12.

Atragem atentia ca miscarea este periodica si in acest caz daca raportul wi/w2 este
un numar rational (numai in acest caz obtinem o curbd inchisa). Perioada fiind T =2 w/®
unde o este cel mai mare divizor comun al frecventelor o1 si w2. Dacd raportul
frecventelor nu este un numar rational punctul in miscare nu se va ajunge niciodata in
pozitia de plecare (nu rezultd curba Inchisa) si deci oscilatia nu poate fi periodica.

Un exemplu simplu pentru cazul cand frecventele sunt diferite: m1= o si w2= 20,

insa raportul lor este un numar rational:

X = A cosmt

y = B cos 2mt

Rezulta:

y = B (cos? ot — sin? ot) = B (2 cos? ot)

Cu aceasta, se obtine:
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y = B(2x%/A? - 1)

|

Figura 3.13.

In figura 3.13. este reprezentati ecuatia unei perabole. Deoarece valorile maxime
pentru x si y sunt A respectiv B, punctul trebuie sd ramana mereu pe portiunea de
parabolda din figura 3.13. si deci miscarea este periodicd. Curbele obtinute prin
suprapunerea oscilatiilor perpendiculare avand frecventa circulare diferite sunt

cunoscute sub numele comun de curbe “Lissa jous”.

3.2. Problemele generale ale dinamicii punctului natural

in cadrul cinematicii punctului material nu ne-am pus problema cunoasterii
cauzei miscarii. Dinamica are sarcina principald determinarea miscarii cunoscand
cauzele care provoacd miscarea. Pentru rezolvarea problemelor de dinamica in afara

notiunilor cunoscute din cinematica mai sunt necesare si alte notiuni de baza.

3.2.1 Legile fundamentale ale mecanicii. Axiomele lui Newton.
3.2.1.1. Principiul inertiei
S-a vazut in cadrul cinematicii ca miscarea cea mai simpla este cea rectilinie

uniforma. Este logic sa ne punem intrebarea: in ce conditii ia nastere aceasta miscare?
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Experienta ne aratd cd o bild careia 1 se imprima o miscare pe o suprafatd
orizontald parcurge un spatiu cu atat mai lung cu cat suprafata este mai neteda.

Tragem concluzia ca miscarea vitezei bilei pe planul orizontal se datoreaza unor
cauze exterioare, adica interctiunii cu alte corpuri. Daca am putea elimina complet
cauzele exterioare, bila s-ar deplasa cu aceeasi viteza pana la infinit. Acest lucru a fost
recunoscut in esenta de GALILEI (1594-1642), KEPLER(1571-1630) si DESCARTES
(1596-1650) si formulat explicit de NEWTON (1642-1727) sub denumirea de “Lex
prima”.

Proprietatea corpurilor de a mentine viteza respectiv starea de repaos in lipsa unor
cauze exterioare este inertia, iar legea se numeste legea inertiei si se enunta astfel: “Un
corp isi pastreaza starea de repaos sau de miscare rectilinie si uniforma, atat timp cat nu
intervine alta forta care sa-1 modifice aceasta stare”.

Deducem, ca miscarea rectilinie uniforma, si din punctul de vedere al dinamicii,
este miscarea cea mai simplad deoacere pentru mentinerea acestei stari de miscare nu este
necesara nicio fortd exterioara. Axioma este extrapolarea la un caz ideal al unor
observatii experimentale, dar nu poate fi verificata direct deoarece corpul nu poate fi
scos de sub influenta corpurilor din jur.

Axiona are sens numai daca se indica si sistemul de referintd in care are
valabilitate. Daca axioma are valabilitate intr-un anumit sistem nu este valabila in alt
sistem. De exemplu, un corp este in repaos fata de sistemul fixat de pamant, insa are
acceleratie fata de sistemul fixat de Soare.

Newton a enuntat acest principiu pentru “spatiul absolut” ceea ce nu poate fi
determinat experimental. Teoretic ne multumim cu a admite ca existd un asemenea
sistem de referinta in care legea inertiei este valabila. Acest sistem definit chia cu legea
inertiei poartd numele de sistem inertial. Care sistem de referintd este sistem inertial nu
stim, dar observatiile experimentale ne pot da raspunsul de la caz la caz. Din punct de
vedere practic in majoritatea cazurilor chiar sistemul fixat de Pamant poate fi considerat
inertial daca este vorba de descrierea unor miscari de scurtd durata.

Putem deci recapitula ca exista un asemenea sistem de referinta in care un punct
material “izolat” este in repaus sau in miscare rectilinie uniforma. Un asemenea sistem

se numeste sistem inertial iar legile mecanicii sunt enuntate pentru acest sistem.
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Experientele ne permit sa privim drept sistem inertial sistemului fixat de stelele fixe

avand originea sistemului in centrul soarelui.

3.2.1.2 Ecuatia fundamentala a dinamicii. Axioma a I1-a. Forta si masa

Deducem din principiul inertiei ca, daca punctul material in sistemul inertiei are
0 migcare cu viteza variabild - deci are acceleratie - aceasta se datoreaza actiunii unor
alte corpuri din jur. Corpurile din jur actioneaza cu anumite forte asupra punctului
material. Stim deci ca forta este cauza acceleratiei punctului material in miscare. Forta
fiind o marime fizica poate fi definita prin metoda adecvata de masurare. Doarece despre
fortd am luat cunostinta prin intermediul acceleratiei viom face apel la definitie. “Forta
este proportionald cu acceleratia, directia fortei fiind aceeasi cu directia acceleratiei si
este in sensul acesteia”. Aceasta definitie in esenta este axioma a I1-a.

Ar fi simplu sd admitem in definitia de mai sus forte chiar egala cu acceleratia.
In acest caz insad, pentru toate corpurile aruncate cu aceeasi fortd ar trebui sa obtinem
aceeasi acceleratie ceea ce insa este in contradictie cu experienta. De exemplu, pentru
Imprimarea unei aumite acceleratii in cazul bilei de otel este necesara aplicarea unei
forte mai mari decat in cazul unei bile de lemn de acelasi diametru. Spunem ca bila din
otel este mai “inertd”, are inertie mai mare. Legatura intre fortd si acceleratie se poate
face numai printr-o marime fizica pozitiva caracteristicd corpului. Aceastd marime
reprezintd masa corpului (masa inerta).

Notand masa cu m, forta cu F, axioma are forma matematici:

=Tl
Il

3

o

Aaceasta se numeste ecuatia fundamentala a dinamicii. Axioma nu a fost
formulata initial de Newton chiar asa cum rezultd din ecuatia anterioara, ci in felul
urmator: “Variatia cantitatii de miscare este proportionald cu forta motoare si are loc
dupa directia dreptei dupa care actioneaza forta “ (si poartd numele de “Lex secunda”).

Conform acestei formulari initiale, prin “cantitatea de miscare” se intelege
produsul dintre masa si viteza iar prin “variatie” derivata in raport cu timpul. Cantitatea

de miscare sau sub numele consacrat impulsul este:
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I
Sl
<

CuU Care
F=(d H)/dt=(d (@ - v))/dt

Ecuatia de mai sus este indenticd cu anterioara acesteia daca presupunem ca in
timpul miscarii, masa ramane constantd. Aceasta cerintd este de altfel conditia tactica a
mecanicii clasice. In cazul miscarilor avand viteze apropriate de cea a luminii, masa m
nu s-a dovedit a raimane constanta, astfel ca — conform teoriei relativiste — acuatia este

cea justd in care m este masa variabild cu viteza si a carei expresie este:

m = mo/N(1 — V2/C?)

unde C este viteza luminii in vid, mo masa corpului in repaus. Din ecuatia anterioara

rezulta ca variatia impulsului este integrald in functie de timp a fortei:
H,-H; = ,[ F-dt
Pentru masurarea masei si a fortei vom presupune urmadtoarele. Aplicand o
anumita forta prin intermediul unui arc, unei bile de otel de masa mz, aceasta va primi o

acceleratie a1. Forta F aplicati cu ajutorul aceluiasi arc unei bile de lemn de masi m;va

imprima acestuia o miscare cu acceleratia a2. Din egalitatea fortelor rezulta:

miai=meaz Sau mi/mz = ai/az

Relatia de mai sus ne permite determinarea raportului dintre masele a doua
corpuri daca acceleratiile lor sunt cunoscute. Daca se alege masa mz drept masa etalon,

rezultd m = my (my).
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Considerand greutatea, aceasta imprima corpului lasat sa cada liber o acceleratie
numitd acceleratia gravitatiei. Masa corpului este egala cu raportul dintre forta de
greutate si acceleratia gravitatiei:

m = G/g

unde g = 9,81 m™ la latitudinea tarii noastre si la nivelul marii.

In sistemul SI unitatea de masurd pentru masa, kilogramul, simbol kg.
Kilogramul este masa prototipului international de platina iridiata, aprobat in anul 1889
de Conferinta Generala de Masuri si Greutati si pastrat la Sévres (Franta). Unitatea de
masura pentru forta este Newtonul, simbol N.

1. %0 = 105 dyn =1 N
a2z yn=

Conform relatiei, greutatea corpului este porportionala cu masa sa. Greutatea
masei de un kilogram se alege drept unitate practica de masura pentru forta si se numeste

kilogram-forta, simbol kgf.

1 kgf=9, 81-10° dyn = 9,81 N

Stiind caa =1 , axioma se poate scrie sub forma

Analizand ecuatia, in cadrul problemelor de dinamica vom intalni doua categorii
de probleme si anume :

- fiind cunoscute elementele cinematice ale miscarii se determina functia t = r(t)
si din aceasta prin derivare rezulta forta F.

- fiind data forta F, prin integrarea ecuatiei se determind T =T (t).
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Facem remarca, ca ecuatia se referd in cazul unui sistem de forte la rezultanta
fortelor adica in loc de F se poate pune R =F1 + F2 +... si deci axioma II contine si legea

paralelogramului.

3.2.1.3. Principiul actiunii si reactiunii
Acest principiu se enunta astfel: ,, La orice actiune corespunde o reactiune egala
si contrara” sau, actiunile reciproce a doua puncte materiale sunt totdeauna egale si

indreptate in sens contrar (Lex tertia), pe scurt

Fi2=-Fa

Putem enumera multe exemple pentru acest principiu. Majoritatea exemplelor la
o analizd superficiala contrazic principiul. De exemplu, putem trage usor o caruta
incarcata. In acest exemplu insa in afara de fortele Fi2 si Fa1 intervin si fortele dintre om
si sol si caruta si sol. Legea este valabild gandindu-ne la faptul ca pe o suprafata perfect
lucie tragerea carutei ar fi imposibila si deci in acest caz F12 = - Fa1.

Pare paradoxal, dar in cazul caderii libere a unei pietre de masa m, Pdmantul de
masa M, in sistemul international se misca spre piatra cu o acceleratie a astfel cd mg =
M adicd, Fmm = - Fom.

Din aceste exemple rezulta ca acest principiu este valabil in mecanica clasica atat
in cazul contactului direct intre corpuri,cat si in cazul actiunii de la distanta.

Fiind vorba de interactiunea corpurilor, aceasta axioma este legea de baza in cazul

sistemelor de puncte materiale sau corpuri.

3.2.1.4. Principiul independentei actiunii fortelor

Acest principiu este cunoscut sub numele de legea paralelogramului si se enunta
astfel: ,,Daca asupra punctului material actioneaza simultan doud forte, miscarea
punctului este aceeasi ca si cand asupra sa ar actiona o singura forta, rezultanta acestora.

2

Pe baza acestei legi se scrie sub forma:
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ma=Fi+F,+...+F,

si deoarece Insumarea vectoriald este asociativa, fiecare forta isi exercita efectul
asupra punctului material independent de celelalte forte. De aici si denumirea

principiului.

3.2.2. Ecuatiile de miscare ale punctului material

Daca punctul material se poate misca liber in spatiu, se poate pune problema
determindrii pozitiei acestuia in functie de timp, cunoscute fiind masa m si forta F (sau
rezultanta R).

Pe scurt, se cunoaste functia vecoriald
F=F{ 1,1
si se cere

T=1(t)

Problema se rezolva integrand ecuatia diferentiald vectoriala de gradul doi:

F=mt”
sau analitic:

X=mx”

Y=my”’

Z=mz"’

Ecuatiile de mai sus, sunt ecuatiile de miscare ale punctului material liber /
EULER 1707-1783 /.
In aceste ecuatii
X=X(Xyv,2x,y,2,1)
Y=YXV,2zXx,y,2,1)
sunt functii date.

2=727(XxY,2,x,y,2’,t)
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Daca spre exemplu, asupra punctului material actioneazd numai forta

gravitationald, ecuatiile de miscare vor fi:

mx”=0
my’=0
mz’= —m-g

Simplificarea cu m in ultima ecuatie arata cd miscarea este independentd de masa

punctului material.

3.2.2.1. Lucru mecanic. Energie cinetica

Inmultind ecuatia fundamentala scalar cu T’ se obtine o ecuatie scalard simpla:

Sau

dar =41 o gdr
dt(zmr )—dt(sz) th

Integrand intre limitele t1 si t2, obtinem:

2d I imov2)di= (2FE.
(25 Com-V2)dt= [PFS - de

t; dt 2

Daca notam vectorul de pozitie al punctului cu 1, la momentul t; si cu 1, la

momentul t2, iar marimile vitezelor corespunzatoare cu Vi si V2, Se poate scrie:
1 , 1 _ (T2 _
-mV; szl—fl—,lF dr

Atat partea dreaptd cat si partea din stdnga a ecuatiei defineste cate o noua
marime:
- partea dreapta se numeste lucru mecanic;

- partea stanga defineste energia cinetica.
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Integrala din partea dreaptd a ecuatiei (2.118) se numeste lucru mecanic /
PONCELET 1829. Intelegem prin lucru mecanic elementar produsul scalar F dr, unde
dr este deplasarea elementard a punctului material suc actiunea fortei F. Din definitia

produsului scalar, conform figurii 3.14. obtinem:

Figura 3.14.

Fdr=F |dr|cos a=F dscos a=Fsds

Lucrul mecanic elementar este produsul dintre componenta pe directia deplasarii
a fortei F si spatiul ds. Lucrul mecanic elementar poate fi pozitiv, negativ sau nul dupa
cum forta F formeaza cu directia deplasarii dr un unghi ascutit, drept sau obtuz. Daca
punctul material actionat de forta F se deplaseaza pe curba (C) din pozitia 1 in pozitia 2,

lucrul mecanic total va fi suma lucrurilor mecanice elementare:

2 2
L:]F-dF:st-d§
1 1

Conform relatiei scrise anterior, lucrul mecanic este integrala in functie de spatiu
a fortei si in general depinde de curba dintre punctele 1 si 2.

Lucrul mecanic este o marime scalard si se exprima in SI in Jouli, 1 J = IN.1m.

Lucrul mecanic pozitiv este lucrul mecanic motor (Lm) care poate pune in miscare

un corp, adica este factorul care produce miscarea corpului asupra carui actioneaza.
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Lucrul mecanic negativ este un lucru mecanic rezistent (Lr) pentru efectuarea
caruia este necesar sd se consume o energie exterioard, adica forta se opune deplasarii
corpului asupra cdruia actioneaza.

Daca deplasarea punctului de aplicatie al fortei este tot timpul perpendiculara pe
forta, lucrul mecanic este nul.

Expresia analitica a lucrului mecanic elementar intr-un sistem cartezian este:

dL=Fdr=Xdx+Ydy+Zdz

Lucrul mecanic in afara de pozitiile 1 si 2 mai depinde si de arcul 12 ceea ce
inseamna ca lucrul elementar Xdx + Ydy +Zdz in general nu este diferentiala totala.

Pentru anumite forte care se numesc conservative, lucrul mecanic efectuat intre
punctele 1 si 2 nu depinde de forma si lungimea traiectoriei, ci numai de pozitiile acestor
puncta.

Lucrul mecanic elementar al unui sistem de forte care actioneaza asupra punctului
material se obtine prin insumarea lucrurilor mecanice elementare date de fiecare forta
in parte. Aceastd proprietate deriva din suma vectorilor, F = FI + F2 care se inmulteste

scalar cu dr:

Fdr=Fldr+F2dr

sau dupa integrare,

L=L1+1L2

Variatia cantitatii de lucru mecanic in raport cu timpul se numeste putere

mecanica.

P =dL/dt = (Fdry/dt=F - V

Daca cantitatea de lucru mecanic produsd in fiecare unitate de timp este aceeast,
puterea mecanica este:

P=L/
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Partea stanga a ecuatiei defineste energia cinetica a punctului material de masa
m si viteza V:

Ec=1/2mv2
Denumire improprie “forta vie”. LEIBNITZ 1686/.

Variatia energiei cinetice a punctului material este egala cu lucrul mecanic
efectuat de toate fortele care actioneaza asupra punctului material. Aceasta teorema este
teorema energiei cinetice. Accentuidm ca se iau in consideratie toate fortele, deoarece F
poate fi considerat ca rezultanta sistemului de forte care actioneaza asupra punctului
material. In caz contrar, teorema nu este valabild. Ca exemplu: daci deplasam un corp
pe o suprafatd orizontala, astfel ca viteza corpului sa fie constantd, si consideram si
frecarea, forta noastrd musculard efectueaza lucru mecanic in ciuda faptului ca energia
cineticd a corpului nu variaza deoarece viteza este constantd. Dacd insd ludm 1n
consideratie forta de frecare, suma tuturor fortelor este nula, si deci si suma lucrurilor
mecanice este nula in conformitate cu teorema.

Doua exemple simple:

- O forta care ramane mereu perpendiculard pe traiectorie — deci nu efectueaza
lucru mecanic — nu poate modifica viteza ca marime.

Din L = 0 rezulti Ec, = Ec1 si deci V2 = V1. In legaturi cu directia vitezei teorema
nu face nicio precizare.

- Un punct material aruncat pe verticala in sus cu o viteza initiala VO se ridica la

o indltime h pentru care

adica,

Unitatea de masura in sistemul SI pentru:
lucru mecanic si energie este Joule, 1 J=1 N.m = 107 erg.
puterea mecanicd, este Watt, 1 W = (1J)/(1s) = (1 N.1m)/1s = 107 erg s*
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3.2.2.2. Randamentul mecanic

In timpul functiondrii unei masini, forta motoare produce lucrul mecanic motor
Lm, care reprezinta lucrul mecanic cheltuit (prestat) pentru functionarea masinii.

In acelasi timp, fortele rezistente si cuplurile rezistente produc un lucru mecanic
rezistent L, care se compune din lucrul mecanic util Ly in scopul caruia functioneaza
masina, si lucrul mecanic pasiv Lp, consumat pentru invingerea fortelor pasive (frecari,
rezistente ale mecanismelor etc.)

In cazul functionirii de regim, intregul lucru mecanic motor se consuma in lucru

mecanic rezistent daca,

Lm:Lrsau Lm:Lu+Lp

Se numeste randament mecanic raportul dintre lucrul mecanic util si lucrul
mecanic motor
n= Lu/Lm = (Lm— Lp)/l_m =1- Lp/l_m <]

Raportul ¢ = Lp/Lm poartd numele de coeficient de pierdere.
Randamentul mecanic caracterizeaza eficacitatea modului de functionare al unei

masini.

Camp de forta conservativ. Energie potentiala. Teorema conservarii energiei.

Cdmp scalar, camp vectorial. Daca tuturor punctelor P(x,y,z) sau t = (X,y,z) al
spatiului (sau al unui domeniu al spatiului) apartine o valoare numerica datd U sau un
vector dat V, spunem ci functia U(x,y,z) sau U( T ) determind un cAmp scalar, iar
V(x,y,z) sau V(T ) determind un cAmp vectorial.

Exemple de camp scalar: repartizarea presiunii atmosferice, repartizarea
temperaturii in atmosfera.

Exemple de camp vectorial: viteza de scurgere a unui lichid, campul
gravitational.

Desigur, un camp vectorial este echivalent cu 3 campuri scalare (vx, vy, vz).
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Campul scalar este caracterizat prin suprafete de nivel. O suprafatd de nivel
constd din multimea punctelor in care U are aceeasi valoare c. Ecuatia unei suprafete de

nivel este deci

U((xy,z)=c

Campul vectorial poate fi caracterizat prin linii de vectori (linii de fortd). Curbele
care au tangentele dirijate dupa vectorii campului poarta denumirea de linii de forta.
Determinarea lor analiticd se obtine prin rezolvarea unui sistem de ecuatii diferentiale
de ordinul intai. Daca vx, vy, vz sunt proiectiile vectorului V pe axe atunci liniile

corespunzitoare campului V vor fi date de ecuatiile:

dx/vx =dylvy =dzlv,

unde vy, Vy, vz sunt functii de x, y, z.
Ca exemplu, forta greutatii raportata la un sistem de axe avand OZ dirijat vertical

in sus, G (0, 0, -G), ne va da liniile de forta satisficand sistemul de ecuatii diferentiale

dx/0 = dy/O = dz/(-G)

Adica congruenta de drepte

X=C ;y=qC

C1, C2 fiind constante arbitrare. Deci liniile de forta vor fi formate de congruenta
dreptelor verticale.

Daci intr-un domeniu V = ct, adica liniile de fortd sunt niste drepte paralele, astfel
incét prin fiecare unitate de suprafata trece acelasi numar de linii, se spune ca, campul
de fortd este omogen.

Pana in prezent, forta F ce actioneaza asupra punctului material, am presupus —

in cazul cel mai general — ca fiind functie de pozitie, viteza si timp,
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F=F(T,T%1)

Forta F ar mai putea fi si functie de acceleratie sau chiar acceleratii de ordin
superior, insd asemenea forte sunt rar intilnite in problemele de mecanica. In cazul de
mai sus, referitor la integrarea ecuatiilor de miscare nu cunoastem nicio teorema. Exista
insa anumite forte — cele mai des intdlnite — pentru care teoremele de integrare pot fi
usor stabilite.

Daca forta F este functie numai de pozitie si timp

F=F (5, t)=F x,y,21)

astfel incat fiecarui punct al campului, la un moment dat ii corespunde o anumita forta
determinata, atunci acest cAmp Inzestrat cu caracteristici de fortd poarta numele de camp
de forta.

Campul de forta este constant in timp dacd F = F ( T), adicd nu contine in mod
explicit pe t.

In toate celelalte cazuri, cimpul de forta este variabil in timp.

Numim camp de fortd conservativ, cAmpul de fortd constant in timp avand
urmatoarea proprietate de baza: in campul conservativ, lucrul mecanic efectuat de-a
lungul oricarei curbe inchise este nul, respectiv lucrul mecanic efectuat intre punctele
A(Xo, Yo, 20) si B(x1, Y1, Z1) ale curbei este independent de forma si lungimea curbei
dintre A s1 B.

Sa consideram un punct material P, asupra cdruia actioneaza o forta conservativa,
functia de forta corespunzatoare fiind U(x,y,z). Fie B(X1,y1,21) pozitia momentana a
punctului P si A (x0,Y0,20) pozitia sa initiald. Lucrul mecanic LAB al fortei F pe drumul

AB va fi

LAB = U(X1,Y1,21) — U(Xo0,Y0,20)

Energia potentiald a punctului este lucrul mecanic LAB luat cu semn schimbat
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V = U(Xo,Y0,20) — U(X1,y1,21)

Deoarece functia U nu poate fi determinatd decat cu aproximatia unei constante
aditive, rezultd ca si energia potentiald corespunzitoare va avea aceeasi nedeterminare.

Potentialul este determinat pe baza ecuatiilor anteriore numai pana la valoarea
unei constante aditive arbitrare deoarece daca V este potential si V* const. este potential
si deci valoarea energiei potentiale poate fi luata ca fiind nula intr-un punct oarecare ales
arbitrar.

Fie acest punct de energie potentiala nula punctul A (Xo,Yo,20) dat de vectorul de
pozitie To , iar punctul B(X1,y1,21) sa aiba pozitia data de vectorul 11.

Expresia cu semnul negativ fiind mai des intalnita se poate spune si astfel: energia
potentiald Intr-un punct B(t1) al cimpului este egala cu lucrul mecanic efectuat contra

fortelor cAmpului pentru a deplasa punctul material din punctul nul A in punctul dat B.

Exemple de camp conservativ:

a) Campul gravitational al Pamantului se poate scrie cu ajutorul ecuatiilor:

X=0,Y=0,Z=-mg

Admitand g = constant, deci fortd constantd, avem de-a face cu un camp de forta
omogen,avand asuprafetele echipotentiale drept plane paralele cu z = const., si linii de
forta niste drepte verticale. Energia potentiald, facand abstractie de constanta aditiva

arbitrara este

V=mgz

b) Campul atractiei universale. Conform legii atractiei universale a lui Newton,
intre doua puncte materiale existd o fortd de atractie reciproca direct proportionala cu
masele acestora si invers proportionald cu patratul distantei dintre ele.

Punctul de masa mi, va actiona asupra punctului de masa mp, aflat la distanta T

cu forta

53



F=— y(m1my)/r?
unde constanta de atractie universala
v=6,66 - 108 CGS
Campul atractiei universale in coordonate carteziene se scrie:
X=—o/r? xIr
=—a/r’ yir
=—o/r? zIr
unde am notat:
o=ym - Mm
r = N(x2+ y*+ 22)
Se poate demonstra ca energia potentiala este
V=—a/r=—y(mz - ma)lr
deoarece diferentiind, conform pentru prima component spre exemplu, obtinem:
—0V/ox=—-0V/oror/ox=—a/t™2 1/2(x2+y2+22) 122x=—a/t™2 x/r=X
Suprafetele echipotentiale sunt niste suprafete sferice de ecuatii r = const,
concentrice in jurul lui my, iar liniile de forta sunt drepte concurente in punctul de masa
mas.
Teorema conservarii energiei

Lucrul mecanic al fortei F poate fi exprimat fie cu ajutorul energiei potentiale, fie

cu ajutorul energiei cinetice. Egaland cele doua ecuatii:
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L=Vi—-V2=Ex-Ea
sau
Ecit+Vi=Ex+WV2

ceea ce arata ca suma E¢ + V in timpul miscarii ramane constanta

Ec+V =const=En
12m(x2+y2+22)+V (x,y,2) = Enm

si se enunta astfel: intr-un cadmp de fortd conservative, suma energiei cinetice si
potentiale a punctului material este constanta si se numeste energie mecanica totala (Em).
Ca exemplu, ludm cazul aruncarii punctului material de la cota z = o cu o viteza

initiala VO (indiferent sub ce unghi):

%sz +tmgz= % m- Vo
Ssau
V2 =V —2-gz

Ecuatia ne arata ca valoarea vitezei depinde numai de cota z si deci este aceeasi
in punctele de aceeasi cota ale traiectoriei, care este o parabold. Conform definitiei, forte
neconservative sunt toate fortele care sunt functie de timp sau de viteza. In cazul fortelor
neconsecutive nu este valabila teorema conservarii energiei mecanice deoarece In
fenomenele ce au loc intervin si alte forme de energie (de exemplu energie calorica).

Luand cazul cédderii libere a unui corp in aer (sau in alt mediu), in afard de forta
(-mg) mai intervine si forta (-kz’) datorita rezistentei acrului (proportionala cu viteza si

in sens contrar sensului miscarii). Ecuatia de miscare va fi deci
mz’=-mg-kz

Observam deci, ca 1n locul ecuatiei Ec + V = E¢o + Vo, valabila in cazul caderii

libere in vid, obtinem:
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t ’
Ec+V:Eco+Vo—kf0k‘ZZdt
ceea ce ne aratd cd energia mecanica a scazut in timpul t cu cantitatea datd de integrala,
in schimb (conform masuratorilor), s-a produs o cantitate de cdldura echivalentd cu

aceasta.

3.2.3. Forte centrale. Teorema ariilor. Momentul fortei. Moment cinetic.

3.2.3.1. Forte centrale

Forta ,,actionand asupra unui punct material se numeste forta centrala daca
suportul fortei trece prin punctul 0, numit centru. Centrul 0 se alege drept punct de
referinta si-1 consideram fix in sistemul inertial. In conformitate cu cele de mai sus,
vectorul fortd este pe directia vectorului de pozitie, avand acelasi sens sau sensul contrar
acestuia. Despre vectorul acceleratie in cazul acestei miscari numitd miscare centrald se
poate spune acelasi lucru ca si despre fortd, adica este pe directia vectorului de pozitie,
lar ca sens, poate fi acelasi cu vectorul de pozitie sau contrar acestuia.

Dintre miscarile descrise in cadrul cinematicii punctului, miscare centrald are
punctul material in cazul miscarii circulare uniforme, miscarii oscilatorii circulare,
eliptice si liniare.

Consideram ecuatia fundamentala a dinamicii:

b

mt’=F

Daca aceasta ecuatie se inmulteste vectorial cu T se obtine

Deoarece T || F, partea dreaptd a ecuatiei este nula, iar partea stinga se poate
scrie sub forma:
ddt[rTr’]=[T’T’ ]+ [T T]=[T 7]

De unde rezulta ca
didt[TT’]

0
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Sau dupa integrare

[TT’] = C (vector constant)
Ecuatia se poate scrie sub forma:
[TT’] = ([ Tdr’])/dt si are urmatoarea semnificatie:
- modulul produsului vectorial | [ Tdr ] | - dupd cum se stie din definitia produsului
vectorial — este dublul suprafetei dA determinata de vectorii r si dr ca in figura 3.15., iar

ca vector este perpendicular pe suprafata triunghiului dA. Suprafata orientati dA este

masuratd de raza vectoare T in timpul dt.

Figura 3.15.

Vectorul (dA)/dt = 1/2 [ TT ’] se numeste vector viteza areolard, modulul vitezei
areolare fiind suprafata masurata de catre vectorul de pozitie T in unitate de timp, iar ca
directie si sens determind planul maturat si sensul de maturare al suprafetei. Ecuatia
aratd ca viteza areolard este constanta. Directia fiind si ea constanta deducem ca normala
planului format de vectorii T g1 dr este mereu acelasi si deci traiectoria este o curba plana.

Prin integrarea ecuatiei dA/dt = ¢ obtinem A=C (t2 — t1), Ceea ce ne arata ca
suprafata masurata de raza vectoare intre t1 §i t2, este proportionald cu tz — t3.

Ecuatia exprima teorema ariilor: viteza areolara a punctului material actionat de
o fortd centrald este constanta, traiectoria este o curba pland, iar vectorul raza vectoare
maturd in intervale de timp egale suprafete egale. Aceasta teorema pentru cazul miscarii

planetelor este cunoscuta ca "legea a I1-a a lui Kepler".
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3.2.3.2. Teorema ariilor

Teorema ariilor poate fi exprimata si sub altd forma. Intelegem prin momentul
unui vector B in raport cu punctul 0 produsul vectorial [f B] , unde T = OP, P fiind
punctul de aplicatie al vectorului B.

Momentul fortei F este deci:

Z
I
=
|

iar momentul impulsului H =m V este

K=[;,mV]=m[TT’]

Din definitia produsului vectorial rezultd cd valoarea absolutd a momentului

fortei F este Fy sin o = F1, adica produsul dintre forta si bratul fortei.

A

Figura 3.15.

Definitia generald data de ecuatia scrisd mai sus atribuie momentului fortei si
directie si sens. Astfel, momentul M este perpendicular pe T si F si are sensul dat de
legea surubului drept.

Tinand cont de ecuatia se poate scrie:

[mT, T’ ]=d/dtm[TT’]=[TF]

din care cu notatiile obtinem :
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Relatia exprima teorema variatiei momentului cinetic: derivata in raport cu
timpul a momentului cinetic este egalda cu momentul fortei. Este izbitoare asemanarea
acestei ecuatii cu ecuatia stabilitd in cadrul axiomei a II-a: H'=F.

Teorema contine drept caz particular teorema ariilor stabilitd pentru forte

centrale. In cazul fortelor centrale T'|| F si deci M = o, de unde

K =m [TT’] = vector constant

Ecuatia exprimd teorema conservarii momentului cinetic, teorema identica cu

teorema ariilor din punct de vedere al continutului, insd mai generalizabila ca forma.

3.2.4. Punct material supus la legaturi. Despre frecare

Pana in prezent ne-am ocupat numai de punctul material liber care poate ocupa
orice pozitie in spatiu, pozitia sa fiind determinatd numai de fortele care actioneaza
asupra lui, nu si de alte conditii geometrice. Pozitia sa este definitd de trei parametri
independenti, coordonatele punctului.

Intelegem prin punct material supus la legituri un punct natural obligat sa rimana
pe o suprafatd, pe o curba sau intr-un punct fix din spatiu. Asa dar, conditia de legatura
Se exprimd cu ajutorul ecuatiei suprafetei sau a ecuatiilor curbei (intersectia a doua

suprafete). In coordonate carteziene conditia de legatura in cazul unei suprafete este:

f(x\y,z)=0
1ar in cazul unei curbe:

fi(x,y,z)=0;f2(xy,z)=0
In orice moment al miscarii, coordonatele X,y,z al punctului material trebuie sa

satisfaca ecuatia sau, ecuatiile anterioare. Imaginea concreta a legaturii o putem intui

considerand o bild ce reprezintd punctul material intre doud suprafete apropiate ca in
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figura 3.16.a. Legatura data poate fi materializata printr-o margea pe o sirma ca in figura

3.16.b. Legaturile exprimate prin ecuatiile de mai sus se numesc bilaterale.

a) b)
Figura 3.16.

Daca conditia de legaturd este datd sub forma unei inegalitati ca f (x,y,z) > 0,
spunem cd legdtura este unilaterald. Ca exemplu: conditia ca un punct material si
ramana pe suprafata unei sfere, constituie o legaturd bilaterala exprimatd de executia x2
+ Y2 + 2 = 0, dacd sfera are raza R si centrul in originea sistemului de coordonate.
Conditia ca mobilul sd ramana n interiorul sferei sau pe suprafata ei constituie o legatura
unilaterald si se exprima prin inegalitatea x2 + Y2 + Z2 — R2 < 0. Exemple de legaturi

unilatere sunt date in figura 3.17.

Figura 3.17.
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In exemplul dat pentru legitura unilaterald, deoarece f (x,y,z) < 0, punctul
material ar putea evolua si in domeniul in care f (x,y,z) este negativa, in acest domeniu
punctul nefiind obligat la nicio restrictie geometrica. Restrictia consta numai in faptul

ca punctul n-ar putea trece in domeniul f > 0 strabatand suprafata.

3.2.4.1. Forte de legatura

Efectul oricdrei legaturi asupra miscarii unui punct material este acelasi cu cel al
unei anumite forte, convenabil determinata, numita forta de legatura sau reactiune a
legaturii. Legatura geometrica este deci inlocuita printr-o forta determinata tocmai prin
conditia ca punctul sa respecte legatura. Daca legatura este inlocuita cu forta de legatura,
punctul material poate fi considerat un punct liber actionat de fortele date - direct
aplicate - si de fortele de legatura. Pe baza celor considerate mai inainte putem enunta
axioma eliberarii: pentru orice legaturi impuse punctului material exista un sistem de
forte de legaturd astfel, incat sub actiunea lor si a fortelor efectiv aplicate, punctul sa
poata fi considerat liber.

Daca F este forta efectiv aplicata (sau rezultanta sistemului de forte) si R forta de

legaturd (sau rezultanta fortelor de legaturd) ecuatia miscarii punctului material va fi:

ma=F+R

In ecuatie, vectorul R este necunoscut. El trebuie determinat astfel incat punctul
material sa respecte in decursul miscarii, legaturile impuse.

In cazul curbei descompunem vectorul R in doud componente. O componenti
tangentd la curbd, R, si o componentd continuta in planul normal al curbei Rv .

In cazul suprafetei, Rt este in planul tangent la suprafati iar Rv, este mereu pe
directia normalei momentane la suprafata.

Considerand legaturi ideale (fara frecare, lucii) componenta Rv nu are niciun rol
in miscarea punctului, ci numai In mentinerea acestuia pe suprafata data. Sub actiunea

componentei tangentiale punctul se va misca ca un punct material liber.
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Pentru lamurirea acestei probleme luam urmatorul exemplu. Pe un plan inclinat
cu unghiul a se deplaseaza un punct material asupra caruia actioneaza numai forta de

greutate, ca in figura 3.18.

Figura 3.18.

Miscarea punctului material poate fi determinata cu ajutorul ecuatiei:

mt" =Rt

Deoarece este vorba de o suprafata plana,

m g sin o = R,

iar ecuatiile de miscare vor fi:

mx"=0

my"=mgsina

Din relatiile de mai sus rezulta ca punctul material pe planul inclinat are o migcare
accelerata, si difera de miscarea studiata la cinematica prin faptul ca miscarea are loc pe
planul inclinat si acceleratia este y" = g sin a.. Daca punctul material pleacad din repaus

lat=o0, obtinem:
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1.
X=0,y=5gsmat2

La punctul precedent am presupus legaturi ideale, fortd de legitura reducandu-se
la o forta normala pe suprafata (sau normala la curbd). Legaturile in cazul suprafetelor
aspre sunt legaturi cu frecare. In acest caz, componenta tangentiala a fortei de legitura
poartd numele de forta de frecare.

Problema complexd a frecdrii nu apartine mecanicii punctului material, insa
cateodata corpul a cdrei miscare se studiazd, poate fi considerat punctiform si deci
notiunile legate de frecarea de alunecare se dau in acest capitol. (COULOMB 1736 -
1806 ).

Forta ce ia nastere n cazul frecarii de alunecare, numita fortd de frecare de
alunecare se exercita in totdeauna in sens opus miscarii, marimea fiind cu aproximatie
independenta de marimea vitezei si de marimea suprafetei de frecare.

Notidm forta de frecare cu T, iar forta normald cu N . Forta de frecare este
proportionald cu forta normala:

T= uN
unde p este coeficientul de frecare de alunecare.

Vectorul unitar avnd sens opus vitezei este - V/V astfel ca forta de frecare se

scrie
T=-uN V)V

Referindu-ne tot la cazul coborarii punctului material pe un plan inclinat, forta
normala va fi N = m g cos a si deci forta de frecare va fi T = p m g cosa . Notand spatiul
cu s, ecuatia de miscare este

ms'=mgsina-pumgcosa
Sau

s"=a=g(sina—cosa)
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Figura 3.19.

Din cauza frecarii, un corp avand o anumita viteza initiala, coboara pe planul
inclinat fard acceleratie daca planul are unghiul de inclinatie ¢ astfel ca sa fie valabila
ecuatia:

sing-pcos =0
adica sa se anuleze ecuatia si rezulta:

tgo=n

unde ¢ este unghiul de frecare.

Introducind tg ¢ 1n ecuatia rezulta:
s" = g sin(a-@)/cose
deoarece sin o cos ¢ - COS a sin ¢ = sin (a-@).
In cazul urcarii corpului pe planul inclinat, termenul ce contine pe 1 vine cu semn
schimbat si deci acceleratia va fi:

s" =g sin(a+@)/cose

Accentudm ca punctul material raimane pe loc pe planul inclinat dacd: T <po N

64



unde po este coeficientul de frecare de aderenta si este ceva mai mare decat p. Unghiul
de frecare po, definit de tg @o = po este acel unghi de inclinatie al planului la care corpul

"incepe" sa alunece pe plan.

3.2.4.2. Consideratii geometrice
Dupa cum am vazut, unghiul de frecare ¢ se determina cu expresia urmatoare, in

care coeficientul de frecare p este raportul intre Tmax si N, deci:

tg @ = u = Tmax/N

In relatia de mai sus am notat cu Tmax, forta de frecare pentru care punctul material
este In echilibru la limitd. Echilibrul exista deci pentru orice valoare T < Tmax.
Consideram un punct material greu pe o suprafata orizontald aspra. Asupra sa actioneaza
forta orizontald F. Considerdm ca punctul este in echilibru. Reprezentdm doud cazuri ca

in figura 3.20. si anume echilibrul la limita si echilibrul pentru care T < Tmax .

Figura 3.20.

Notdm cu o unghiul format de R cu normala la planul orizontal. Se deduce cu

usurintd

tga=T/N
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Cum pentru echilibru se cere ca T < Tmax, rezulta ca tg <tg ¢ exprima aceeasi
conditie, si deci a < ¢. Cu alte cuvinte, pentru ca un punct material sa fie in echilibru pe
un plan aspru este necesar ca suportul reactiunii R sd facd un unghi o < ¢ cu normala la
plan.

Generalizand rezultatul, in cazul unei suprafete se poate spune: conditia de
echilibru este indeplinitd daca suportul rezultantei R este situat in interiorul conului de

frecare,sau la limita pe suprafata conului (figura 3.21.).

Figura 3.21.

3.2.5. Echilibrul punctului material

Ne punem intrebarea, ce conditii trebuie sd indeplineasca fortele care actioneaza
asupra punctului material pentru ca acesta sa ramana in echilibru.

Conform axiomei I, prin echilibru intelegem stare de repaus sau miscare rectilinie

uniforma, adica inexistenta acceleratiei.

3.2.5.1. Echilibrul punctului material liber supus la actiunea unui sistem de
forte concurente

Consideram un punct material liber care se afla in repaus. Ne propunem sa gasim
ce conditii trebuie sa indeplineasca sistemul de forte aplicat asupra punctului, ca acesta
sd continuie s ramana in echilibru.

Vom recurge la doua principii ale mecanicii:
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a) principiul paralelogramului permite sa se inlocuiasca sistemul de forte
concurente cu o fortd unica R = Y, F;, numiti rezultant;

b) principiul inertiei,conform caruia dacd un punct material liber se afla in repaus,
continud sd ramana 1n aceasta stare daca nu intervine nici o forta care sd-l scoata din
echilibru.

Pe baza acestor doud principii, tragem concluzia ca pentru echilibru este necesar

si suficient ca forta unica R, al sistemului, sa fie nula:

R=2Fi=0

Aceasta conditie vectoriald este echivalenta cu trei conditii scalare:

XX;=0; XY,=0; XZ =0

In cazul unui sistem de forte in acelasi plan (planul oxy) riméan doua conditii de

echilibru:

Problemele de echilibru pot fi impartite in doua grupe:

a) Se dau fortele care actioneaza asupra punctului material si se cere pozitia lui
de echilibru;

b) Se da pozitia de echilibru a punctului material, se cer fortele care trebuie sa
actioneze asupra lui pentru a-1 mentine in pozitia de echilibru.

In prima categorie, necunoscutele sunt coordonatele punctului. Deoarece
dispunem de trei ecuatii de echilibru in spatiu, respectiv doua in plan, problema in

general este rezolvabila.
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In a doua categorie, necunoscutele sunt marimile si directiile fortelor. Daca nu se
face nici o mentiune asupra fortelor, problemele sunt in general nedeterminate, caci
exista o infinitate de sisteme de forte ale caror rezultanta este nuld. Impunind fortelor
anumite conditii astfel ca numarul necunoscutelor scalare sa fie maxim trei in spatiu,

respectiv doud in plan, problemele pot fi rezolvate.

3.2.5.2. Echilibrul punctului material supus la legaturi fara frecare

Pentru a gasi conditia necesard si suficientd pentru echilibru, vom 1inlatura
legdtura. Punctul material devine astfel liber. Daca se admite cd asupra lui actioneaza o
forta egala si opusd rezultantei fortelor efectiv aplicate, punctul material continud sa
ramand in echilibru. Aceasta fortd inlocuieste legatura si poarta numele de reactiune.

Notand-o cu R, conditia de echilibru va fi:

O problema de echilibru a punctului material cu legaturi comportd doua categorii
de necunoscute: pozitia punctului si forta de legatura. Pentru rezolvarea problemei se

scriu ecuatiile de echilibru:

X+Rx=0, Y=Ry=0, Z+Rz,=0

in cazul unui sistem de forte in spatiu,

X+Rx=0;Y+Ry, =0

in cazul unui sistem de forte in plan. Daca in legiturd cu reactiunea R nu se pune nicio
conditie, problema ramane nedeterminata deoarece in afard de proiectiile Rx, Ry, Rz,
ale reactiunii mai intervin 2 parametrii, in cazul suprafetei si un parametru in cazul unei
curbe, care defines pozitia de echilibru. Problema este determinata dacad punctul este
obligat s riméani intr-o anumiti pozitie fixa in spatiu. In acest caz, sunt trei necunoscute

Rx, Ry, Rz si dispunem de cele trei ecuatii de echilibru de unde:
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Rx=-X; Ry=-Y; Rz=-2,
sau (in plan)

Rx=-X; Ry=-y;

3.2.5.3. Echilibrul cu frecare al unui punct material

Rezulta din cele precedente ca fatd de cazul legaturilor ideale, intr-o problema de
echilibru cu frecare intervine in plus forta de frecare T care satisface anumite conditii.
In cazul unei curbe aspre, determinarea fortei de frecare T, comporti cunoasterea unei
singure necunoscute scalare si anume cunoasterea lui T. Intr-adevar, punctul de aplicatie
fiind cunoscut, (este chiar punctul material) precum si directia fortei fiind bine
cunoscutd, deoarece la o curba intr-un punct se poate duce n general o singura tangenta,
ramane ca necunoscutd doar scalarul T al fortei T.

Scalarul T dupa cum stim se determind conform din cazul limitd de echilibru:

| T|=pIN|

si deci problema determinarii echilibrului punctului material supus la legaturi cu frecare
de o curba, este in general posibila.

Daca, insa, intereseaza toate poziiile de echilibru posibile pe o curba aspra,
problema devine nedeterminata, deoarece, pe langa necunoscuta scalara T, se introduce

si 0 inegalitate:

| TI<u|N|

Sistemul de ecuatii admite o simpla infinitate de solutii si deci se poate spune ca:
pe o curbd aspra, un punct material poate sta n echilibru in toate punctele unui arc al ei.
In cazul unei suprafete aspre, determinarea fortei de frecare T comportd
cunoasterea a doud marimi scalare necunoscute si anume, valoarea fortei si directia ei

in planul tangent la curbi. In planul tangent insi, directia fortei T este nedeterminata.
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Problema deci impune cunoasterea proiectiilor fortei T pe doud directii din planul
tangent. Presupunem ca cele doua proiectii pe directiile p si q sunt Tp si Ty.

Pentru pozitia de echilibru limitd, avand o singura ecuatie si doud necunoscute Tp
si Tq, existd in general o simpla infinitate de solutii, adica o infinitate de pozitii de
echilibru asezate pe o curba.

Pentru aflarea celorlalte pozitii de echilibru, avand la dispozitie o inegalitate,
sistemul de ecuatii de echilibru are o dubla infinitate de solutii, adica echilibrul este

posibil in punctele unei anumite regiuni ale suprafetei.

3.2.5.4. Echilibrul punctului material exprimat cu ajutorul principiului
lucrului mecanic virtual

Considerdm un punct material liber care este in echilibru dacd F = 0. S ddm
acestui punct material o deplasare foarte mica (imaginara) 6r. Numim aceastd deplasare,
deplasare virtuala si o notam cu delta, spre deosebire de deplasarea reald dr. Pe cata
vreme deplasarea dr are loc intr-un interval de timp dt, deplasarea virtualda este
instantanee, adicd 6t = o. Cu alte cuvinte viteza deplasarii virtuale este infinita.

Dacd asa cum am presupus , punctul material este in echilibru, adicd F = o, atunci

For=0

adicd lucrul mecanic virtual este nul. Tragem concluzia cd un punct material este in
echilibru, dacad si numai dacd, lucrul mecanic virtual efectuat in cazul unei deplasari
virtuale este nul. Aceastd definitie are avantajul ca asigura aplicabilitatea principiului si

in cazul punctelor materiale cu legituri, adicd din R + R = o rezulta:
(R+R)dor=0
Convenim ca in cele ce urmeaza, prin deplasare virtuald sa intelegem intotdeauna

deplasari compatibile cu legaturile (admise de conditia de legaturd), adica deplasari de-

a lungul suprafetei (sau curbei). Fiind vorba de deplasari virtuale, - in cazul suprafetelor
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lucii sau a curbelor lucii, forta de legatura este perpendiculara pe directia deplasarii, -

lucrul mecanic virtual al fortei de legatura este nul:
R&r =0

3.3. Probleme speciale in cadril dinamiii puntului material

3.3.1. Miscarea rectilinie. Caderea de la mare iniltime

3.3.1.1. Miscarea rectilinie

Ecuatia miscarii rectilinii, considerand cd migcarea are loc de-a lungul axei Ox
este :

mx"=x

unde x este componenta dupa axa Ox a fortei care actioneaza asupra punctului material.
Aceasta forta in general este functie de pozitie (X), viteza (x' = v) si timp (t).

In cele ce urmeza vom arita ci in acele cazuri speciale cand x este functie numai
de timp sau numai de viteza problema se rezolva foarte usor.

Convenim ca in ambele cazuri conditiile initiale sa fie :

lat=0,x=%x, ,V= v,

X =X (1)

Integrand in functie de timp ecuatia, se obtine

x'=v=if0tX(t)dt+ Vo= 1A(t)+ Vo

“m
unde A (t) este functie cunoscuta. Integrand a doua oara rezulta spatiul:

x= = [A(t)dt+ vot+ X

m

Se observa cd aceasta solutie satisface conditiile initiale
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X=X (V)

Scriem ecuatia sub forma :

dv _
m;i —)(0/)

v dv
VoX (V)

deunde:t=m [ =t (Vv)rezulta v ca functie de timp, v=v ( t ) de unde se obtine

spatiul
x=[v(t)dt+ x,

Rezultatele de mai sus sunt valabile si pentru cazul miscarii curbilinii a cdrei ecuatie
este

ms"= Fg (s-arc).

3.3.1.2. Caderea de la mare indltime

Consideram ca Pamantul este in repaus. Neglijam rezistenta aerului. Asupra
punctului material de masd m aflat la Tndltimea x fatd de centrul Pamantului actioneaza
numai forta de gravitatie universala.

Cu notatiile din figura 3.22. se poate scrie ecuatia de miscare :

mx'"= Mm
¥z

Xo

Q
\' 0
N %
Figura 3.22.
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Masa Pamantului poate fi eliminatd din ecuatie deoarece in cazul x = R, deci la

suprafata Paméantului forta de atractie este : —m g.

_ Mm
mE=Y g
de unde: yM=R%g
Cu aceasta relatie se scrie:
_ R%g
mx"=-—m X_Z

Energia potentiala conform este :

RZ
V=-m =2
X

de unde prin impartirea ecuatiei prin m se obtine:
1 2 Rzg _
- V4 ——=const.
2 X
Daca corpul cade de la x = x, unde V =0, atunci din avem :
si deci

d 1 1
V2 =()? =2R%g(;—+)

Cu conditiile initiale stabilite, rezulta timpul apartinand inaltimii x:

dx
1
X

t_ 1 fX
CRy2g X0 L_1
X0
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Calculand integrala se obtine solutia explicitd. Fara a efectua acest calcul putem
raspunde la o intrebare importantd si anume: Cu ce viteza V atinge punctul material

suprafata Pamantului daca x, = oo si deci x = R.
v=,2gR
Inlocuid valorile g= 9,81 m/s? si R = 6,37 -10® mrezulti v=11,2 km - s~

3.3.2. Oscilatii armonice

Figura 3.23.

Daca punctul material se fixeaza prin intermediul unor arcuri sau fire elastice ca
in figura 3.23. si se scoate din echilibru cu cantitatea x , asupra punctului va actiona o

forta proportionala cu deplasarea x si dirijata spre pozitia de echilibru:

X =—kx (k>0)

Luand un caz mai general, ca in figura 3.24., forta va fi proportionald cu vectorul

de pozitie T si dirijata spre centrul O:

F=—kT¥
sau analitic :

X=-=kx

Y=—ky

Z=—kz
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T

Figura 3.24.

Aceste forte centrale, care nu intotdeauna sunt de natura elastica se numesc forte
cuasielastice.

Ecuatia de miscare a punctului material sub actiunea fortelor cuasi-elastice este:
mr'=—Kkr
M+ w?’ =0
unde am notat : w?* = %
Oscilatorul a cérei ecuatie se numeste oscilator armonic izotrop.

Dacd A si B sunt vectori arbitrari constanti atunci ecuatia are douid solutii
particulare independente, asa cum rezulta:

F=Acoswt

F=Bsinwt
si deci solutia generala este:

F=Acoswt+Bsinwt

Conditiile initiale pentru determinarea constantelor arbitrare A si B sa fie:

lat=0,F=F,si =V,

tindnd cont de conditiile initiale obtinem:

gil
I
=
il
I
€
os]
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valori cu care avem solutie :
- - = 1 .
F=TpCoswt+Vy=sin wt
Vectorul de pozitie cautat se compune din doi vectori si anume: un vector dupa
directia vectorului initial T, si un vector dupa directia vitezei initiale V.

Dupa viteza initiald V, este pe directia I , vectorul F intotdeauna va fi pe aceasta

directie. Daca aceasta directie se alege drept axa Ox, atunci ecuatia Se Scrie:

Vo _.
X =X, coswt+:°sm wt

Aceasta ecuatie este ecuatia oscilatiei armonice din cinematica:

X=Asin(wt+¢)

a carei perioada este :

Din cele doua relatii, rezulta:
Vo :
Acoscpzz ;  Asin @ =X

de unde se obtine amplitudinea miscarii oscilatorii:

2, V5
A= X0 + E
si constanta de faza , din :
wWXp
t = —
gP=3,

3.3.3. Oscilatii amortizate

In afara de forta cuasi-elastica ce da nastere la oscilatii armonice in cazul unui
astfel de oscilator real intervine si forta de frecare avand sensul contrar vitezei. Existenta

acestei forte In timpul oscilatiilor explica micgorarea continud a amplitudinii. Experienta
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aratd cd marimea acestei forte de frecare se ia proportionald cu viteza pentru viteze
relativ mici, iar in cazul vitezelor mari proportionala cu patratul acesteia.

Admitand cazul cand forta de frecare este proportionalda cu viteza, ecuatia de
migcare va avea expresia:

mi=—KkF-pF
Limitandu-ne la miscarea rectilinie, ( 2.249 ) se poate scrie sub forma:
mx"+Bx'+kx=0
impartind ecuatia cu m si notand:

_ k. _B
Wo T Mg

unde w3 este caracteristica fortei cuasi-elastice iar p frecarii, rezultd ecuatia de miscare:
X"+2pux'+ w3 x=0

Aceasta ecuatie este o ecuatie diferentiala lineara omogena in care daca facem

inlocuirea

se ajunge la ecuatia caracteristica:
2 —
A+2pur+wy=0
avand radacinile :

Mz=—ptyp?—wj

Aq Az

Solutia generald a ecuatiei se compune din solutiile particulare e*1* si e*2* si are
forma :

X = C; et + C, e2t
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unde C, si C, sunt constante arbitrare .
Dupa natura radacinilor, care pot fi reale, complexe sau duble, distigem trei cazuri

particulare:
Daca radacinile sunt complexe, adica:

AM=—ptiw

unde w = /W% — 2 si p<w,,conform solutia este:
X = e—ut(cl elot 4 CZ e lot )

Pentru ca solutia sa fie reald, introducem in locul constantelor arbitrare C; si C,

doua constante A si ¢ sub forma:

A A
Clzz e“p , CZ :_el(p

cu care rezulta :
x=AeM"tcos(wt+¢)

a. Daca se ia in loc de ¢ constanta ¢ — g, ecuatia are forma:
X=A e M*'sin(wt+¢)

Aceasta miscare poate fi consideratd o miscare oscilatorie armonica a carei
amplitudine scade exponential cu timpul. Miscarea se numeste miscare oscilatorie

armonizata avand caracteristicile :
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Figura 3.25.

Raportul a doud elongatii consecutive, de acelasi sens este constant:

b. Daca radicinile ecuatiei caracteristice sunt reale, adica p > w,, solutia
generald este:

X = C, eMt + C, ezt

unde C, si C, sunt constante arbitrare reale, iar A, si A, sunt negative. Din acest motiv,
ambii termeni se micsoreaza exponential cu timupl si deci miscarea este o miscare
aperiodicd si nu o miscare oscilatorie.

Pentru justificarea afirmatiei de mai sus sa alegemurmaétoarele conditii initiale

lat=0,x=x,sideciC; +C, =0

lat=0,x'=v=yv,,deci C;A; + C,A, = v,

Din aceste conditii rezulta :

2 [p2-w§

79



Figura 3.26.

Cu aceste valori ecuatia de miscare se scrie sub forma :

w= Y0 [e—<u— uz—u%)t_ e—<u+\/m)t]

2 [u2-w3

Sau

X = JV—L e Msh(p+ Jpu2—wit)

Elongatia x creste de la zero la valoarea maxima pe care o atinge la timpul t,; ce
se poate calcula din conditia x' ( t; ) = 0, dupa care tinde din nou spre zero pentru t —

o0, O astefel de miscare are spre exemplu un pendul intr-un mediu vascos.

C. Atuncicand p = w,, avem cazul limita.
Din teoria ecuatiilor diferentiale se stie ca in cazul radacinii duble a doua solutie
particulara este :
te Mt
astfel ca solutia generala este :

X =M (C, + Cy t)

Alegand conditiile initiale ca la punctul b, obtinem usor ca C; =0s1 C, = v,
. Rezulta deci ecuatia de miscare :

X=vyte ™

Aceasta ecuatie reprezinta tot o miscare aperiodica.

Elongatia x este numai intr-un singur sens si tinde spre zero pentru t — oo,
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3.3.4. Oscilatii fortate. Rezonanta
Consideram punctul material asupra caruia in afard de forta cuasi-elastica si cea

de frecare mai actioneaza pe directia lui x si o fortd perturbatoare a carei expresie sa fie:

F=F, cos w, t

Se poate materializa cazul de mai sus suspendand un corp prin intermediul
unui arc i migcand capatul superior al arcului pe verticala cu frecventa circulara w;, ca
in figura 3.27.

Oscilatia libera amortizata este influentatd de forta perturbatoare a carei frecventa este

wp, / 21, devenind o oscilatie fortata.

Figura 3.27.

Frecventa proprie a sistemului este w/21, unde w are expresia w =/ wg — p? .

Ecuatia acestei miscari va fi:

mx"=—Kkx-Bx'+F,cosw,t

Folosind notatiile:
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ecuatia se scrie sub forma:

X"+2 px'+ w§ x = fy cos w, t

Aceastd ecuatie diferd prin faptul ca in partea dreapta nu este zero, ci o functie de
timp. Solutia unei astfel de ecuatii diferentiale neomogene rezultd cautand o solutie
particulara la care se adauga solutia generald a partii omogene.

Prin insdsi forma ecuatiei se recomanda ca solutia particulara sa fie cautata prin

determminarea constantelor A si B a ecuatiei:
X=Acos w,t+Bsinw,t

Calculele se simplifica dacd la partea dreaptd a ecuatiei adundm i f, sin wj, t
obtinand :

fO eioopt

Prin aceasta schimbare desigur presupunem ca si x este complex. Efectuand
calculele din x-ul rezultat, luam in consideratie numai partea reala.

Se cauta deci solutia ecutiei:

X"+2ux'+wix="f, e @t
sub forma :

X=A ei(u)pt—ot)
este solutie pentru urmdtoarea relatie, daca:

A(-wi+2pio, t+ng)e @t =f elopt
adica:

A(wi— 0f +i2pw, =fe'* =f (cosa+isina)
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Din egalitatea valorilor absolute ale celor doua numere complexe rezulta:

fo

\/(w%— w3 )2+ 412 0f

A

lar din egalitatea tangentelor directoare obtinem:

— _2ukop
th(— 2_ m%

Solutia generala a ecuatiei omogene — presupunand cazul oscilatiilor amortizate
— ne este cunoscutd. Rezulta deci solutia generala a ecuatiei diferentiale ce reprezinta

oscilatia fortatd pentru cazul wy > :

X=Acos (w,t— a)+ae " sin(ywi — p2t+e)

Interpretarea rezultatului obtinut ne permite sa ajungem la urmatoarele concluzii.

Miscarea punctului material se compune dintr-o oscilatie cu frecventa circulard wy, si o

oscilatie amortizata avand frecventa circulard \/ w§ — p2.

Oscilatia amortizatd dupa un anumit timp poate fi neglijata insa timp indelungat
va persista oscilatia datorita fortei perturbatoare, sub actiunea caruia punctul va executa
oscilatii cu frecventa circulard wp,.

Amplitudinea acestei oscilatii A, si diferenta de faza dintre oscilatia datorita fortei
perturbatoare si cea fortatd, depind de frecventa circulard wy, a fortei perturbatoare. Daca
wy, creste de la zero la valoarea wy, si de la w, la infinit, diferenta de fazd « creste de la
zero la /2 si de la aceasta valoare la m. Aceasta inseamna ca oscilatia fortata raimane
in urma in faza fatd de oscilatia data de forta perturbatoare. Amplitudinea A creste cu

Wy, §i devine maxima pentru w, = wg, dupd care pentru w, > w, scade din nou.
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Amplitudinea este maxima daca frecventa fortei perturbatoare se suprapune cu
frecventa proprie a sistemului. Acest fenomen este cunoscut sub numele de rezonanta
iar curba A = A(w,,) este curba de rezonantd ( figura 3.28. ). Se vede ca amplitudinea
este cu atat mai mare cu cat amortizarea sistemului 1 este mai micd, adica rezonanta este

cu atat mai accentuata.

Figura 3.28.

In cazul unor sisteme fara amortizare, pentru w, = w, amplitudinea A devine
infinitd. Rezonanta in acest caz in literatura de specialitate poartd numele de rezonanta
de catastrofa.

Pentru valori w, >> w, amplitudinea A scade brusc tinzand spre zero. Acest
fenomen este cunoscut sub numele de autocentrare.

Analiza exactd a curbei de rezonantd este o problemd pur matematica.
Amplitudinea este maxima la o valoare w, numita frecventa de rezonantd w,, pentru

care:

d
2
d(op

(Wi — w§)+4p* 0w =2(wj— wg)+4p*=0

Adica derivata in raport cu wj a expresiei de sub radicalul numitorului ecuatiei se

anuleaza.

Din aceasta conditie rezulta:



Inlocuind obtinem:

_ fo

Amax -
2u ’ w3— p2

deci cu cat scade p — adicd amortizarea este mai micd — creste amplitudinea A.

3.3.5. Miscarea in campul gravitatiei universale

Analizdm miscarea unui punct material de masd m, in campul gravitational al
unui punct fix de masd M. Fie M masa Soarelui, $si m masa unei planete din sistemul
solar. Masa Soarelui este de 330.000 ori mai mare decat a Pamantului, din acest motiv,
vom considera ca Soarele este fix si cd este originea sistemului de referinta. Forta de
gravitatie este forta conservativa si centrald si deci sunt valabile doud teoreme: teorema
energiei mecanice si teorema ariilor. Miscarea fiiind miscare pland, pentru descrierea
miscarii ne servim de aceste doua teoreme.

Energia potentiala:

Energia cinetica in coordonate polare:

_m(r2+r2¢'?)

E. 5

Teorema energiei cu datele de mai sus, prin impartirea cu m se scrie:

%(r'2+ r? (p'z)—y%=C=C0nSt.

Teorema ariilor, in coordonate polare:

r? ¢ =h=const.
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Subliniem ca teorema ariilor este totodata legea a II- a a lui Kepler.

Ne propunem determinarea traiectoriei, adicar=r ( ¢ ). In acest scop din ecuatiile

eliminam timpul, ¢' si r' pot fi exprimate in felul urmator:

b _dr_dr . _drh
¢ rz °’ dt dcp(P de r?
Inlocuind:
h dr h 2y M
- = 1-2==2cC

se mai poate scrie:

E—f\/zcﬁ”‘— a2

de h r r2
sau:
h
N R
a9 /2C+2YM—h—2 ar
r r2
Integrala devine simpld daca, expresia de sub radical se scrie forma: o?
unde:

du = = dr
Cu aceste notiuni:
do= du
P Tz



a carei integrala:
u
¢ +k =arc cos —
o

unde, k- constanta de integrare:

M h
U=acos ( (p+k)=y———
h r
de unde,
h2
%—acos( o+k) 1—;(—;[1cos (o+k)
Notam :
_w _ an
p_yM T YM

Dacd alegem k = 0 prin masurarea unghiului de la raza maxima (dacd ¢ =0; cos (¢ + k)

=1, deci k=0 ) avem ecuatia traiectoriei punctului material:

1-ecosq

Dupa cum se stie din geometrie analiticd ecuatia de mai sus — reprezintd o
sectiune conicd, unul din focare fiind originea sistemului de coordonate polare (punctul
de masa M).

Teorema, aplicata la sistemul solar este legea I-a a lui Kepler : planetele descriu elipse,
Soarele ocupand unul din focare. Desigur in cazul planetelor sectiunea conicd, insa

traiectoria meteorilor spre exemplu, poate fi hiperbola sau parabola.

ah h 2M2
g=t- Dt hc4 Y
YM av hZ2

In functie de valoarea excentricitatii numerice €, sectiunea cronica este elipsa,

parabola sau hiperbola dupa cum:
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In cazul special, cand € = 0 traiectoria este circulara.

Conditia ridicata la patrat:

h2
YZ MZ

(2C+1)=1;deciC=0;sau mC=E= 0

Produsul m C = E,, este energia mecanica totald a punctului material in miscare,

si conform:

1 mM 1 mM
Em:Emvz—y =-mv2-Y

unde r, — este distanta initiala dintre puncte , v,- viteza initiald. Conditia poate fi
enuntata astfel: Traiectoria este elipticd, hiperbolicd sau parabolicd dupa cum energia
mecanica totala a punctului material ( planetei ) este negativa, nula sau pozitiva. Cu alte

cuvinte, daca:

viteza initiala v, este mai mica, egala sau mai mare decat o anumitd viteza, numita
critica.

Viteza criticd v, , are urmatoarea semnificatie : dupa punctul de masa m aflat in
repaus fata de M, cade spre M de la o distanta infinit de mare, cand ajunge la o distanta
ro fatd de aceasta, are chiar viteza v,,.

Reamintim ca punctul de energie nuld I-am fixat cu ecuatia v =—y M m/r.
Energia potentiala v , la infinit este nuld (r = o), iar la distante finite negativa !. in cazul
traiectoriilor eliptice (distante finite) energia totald, din cauza energiei potentiale
negative mari, adica din cauza energiei cinetice mici, este negativa.

In concluzie, energia cinetici a punctului nu este suficientd pentru ca si se
indeparteze de centrul atractiv, dincolo de o anumita distantd maxima.

Este logic ca, daca la un moment dat m se afla fatd de M la infinit, traiectoria lui
nu poate deveni niciodata eliptica numai datorita fortei de gravitatie deoarece elipsa nu

are puncte la infinit.
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3.3.5.1. Timpul de revolutie
Timpul de revolutie T se calculeaza usor in cazul traiectoriei eliptice. Conform

teoremei ariilor suprafata masurata de raza vectoare in unitatea de timp:

aa_ 1 2 1y=h
dt ( ;b e )= 2
Integrand intre limitele O si T, in partea stdnga obtinem aria elipsei A =m ab ( a

si b, semiaxele elipsei )

nab:ET : T:Z—“ab
2 h

in loc de b introducem parametrul p. Conform figurii 3.29. introducem notatiile:

_e_ a’*-b?
E=-= ’
a a

bZ
P=3

Figura 3.29.

b=./pa= /_;—ZYa

devine:

Sau.
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In aceasta expresie partea dreapta este constanti, ( y acelas pentru toate planetele

din sistem; M masa ) si deci pentru doua planete se poate scrie:

T2 _ T3 T2 _ a3
BBy l=d
az 2 T2 2
Expresia este cunoscuta sub numele de legea a- 111 —a a lui Kepler: Raportul dintre

patratul timpului de revolutie si cubul semiaxei mari este acelasi pentru toate planetele.

3.3.5.2. Ecuatia energiei totale

Ecuatia energiei totale E,, = m ¢ se poate scriecu ajutorul lui :

2M2
Em:—m;/h2 (e2—1)

avem h? = p y M, rezulta:

yMm a ,a’-b? _
2 b( a? -1)= 2a

Mm
Epm = Y

adica, in cazul traiectoriilor eliptice, energia totald depinde numai de axa mare a elipsei.
In concluzie, dacd axele mari ale unei traiectorii eliptice sunt egale (indiferent de
excentricitate!) energiile lor sunt egale. Aceasta proprietate are insemnatate in fizica

atomica.

3.3.6. Miscarea de Pamant. Caderea libera.
Dorind sa descriem miscarea unui punct material fatd de Pamant, adica miscarea
punctului fata de un sistem de referinta in rotatie, la forta ce actioneaza asupra punctului

trebuie s mmai addugam forta centrifuga si forta Coriolis:
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In aceste relatii marimea vectorului viteza unghiulara @ este:

w=—" =729 10551
86164

Deoarece Pamantul face o rotatie completa fata de stelele fize in 86164 secunde.

VVom considera cazul cel mai simplu cand asupra punctului material actioneaza
numai forta de gravitatie a Pamantului. Pentru un observator de pe suprafata Pamantului,
forta gravitationald si cea centrifugald se manifestd simultan printr-o rezultanta:

greutatea corpului.

et

Figura 3.30.

Forta de greutate (figura 3.30.) conform definitiei este m -g. Retinem deci, ca in
m ‘g este insumata si forta centrifugd. Ecuatia diferentiald a miscarii pe Pamantul in

miscare de rotatie este:

Mmr'=m-g+2m[ro]
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Este cunoscutd variatia lui g ( 9,78 m/s™! la ecuator ; 9,832 m/s™! la pol ).
Greutatea corpului variaza din cauza variatiei fortei centrifuge in functie de V. Din acest
motiv Pamantul are forma de geoid si nu de sfera, si tot din aceasta cauza g nu este dirijat
spre centrul sferei si este perpendicular pe suprafata geoida.

Desigur g variaza si in funtie de inaltime . si luat riguros, variaza si in timp in
functie de pozitia Pamantului fata de celelalte corpuri ceresti in miscare, care la randul
lor actioneazi asupra Pamantului. In cazul problemelor de mecanici, miscarile au
traiectorii atat de scurte incat, g poate fi considerat constant.

Alegem sistemul de coordonate cu originea in P astfel incat axa x sa fie pe directia

N-S, y pe directia V-E, si z perpendiculara pe suprafata geoidului ca in figura 3.31.

Figura 3.31.

Componentele vectorilor pe cele trei axe de coordonate sunt:

g: O 0 -0

' x y z
®: -wCoS @,
0
w sSin @
Ecuatiile de miscare vor fi:
xX"=2wsinVy

y'=-2wsin¥Vx'-2wcos¥Z
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zZ'=-g+2wcosVy

Integrala ecuatiilor de miscare pentru caderea libera, in care caz conditiile initiale

sunt:

este destul de simpld, insa vom alege o cale mai intuitiva.

Daca am face abstractie de rotatia Pamantului, la caderea liberd, componentele
vitezei dupd x si y ar fi nule. Din acest motiv, chiar considerand rotirea Pamantului,
aceste componente fatda de componenta dupa axa verticala z sunt foarte mici. Intervin
si termeni ce contin w?. Acesti termeni pot fi neglijati si obtinem urmitoarele ecuati
simple:

xX"=0,y"=-2wcos¥YZ ,z"=-9

Integrand prima si ultima ecuatie tinand cont de conditiile initiale ( 2.302 ) obtinem

rezultatul binecunoscut:
x:O,z:h-égt2
rezultd z' = - g t, care inlocuita in expresia y":
y'=2gtwcos ¥
tinand cont de conditiile de mai susv avem:

y'=gt*wcos ¥

si deci:
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y=§gt3wcos‘1’

Deoarece am ales axa y cu sensul pozitiv spre Est, rezultatul fiind pozitiv,
inseamna ca un corp lasat sa cada liber va devia fata de verticala spre Est. ( La cercul de
latitudine a tarii noastre, aceasta deviatie pentru un corp ce cade de la indltimea de 100
m este 1,5 cm).

Desigur aceastd deviatie — vazutd din sistemul inertial- se datoreste faptului, ca
la plecare consideram punctul material ca avand pozitie fixa fatd de Pamant, deci are

viteza fatd de sistemul inertial.

3.3.6.1. Miscarea pe orizontala
Pentru determinarea efectului fortei Coriolis asupra punctului material in miscare
pe orizontald, descompunem vectorul viteza unghiulard ® dupa verticala si orizontala

locului ca in figura 3.32.

Figura 3.32.

Valorile absolute ale acestor vectori sunt:

w;=wsin¥Y

w,= w cos ¥

In consecinta si forta Coriolis poate fi scrisa:
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Fc=2m[V®;]+2m[V®;]=F¢ +Fg,

Componenta F,, pe emisfera Nordici, este orizontald si perpendiculari pe
vectorul viteza, avand sensul spre dreapta, iar pe emisfera Sudica are sensul spre
stanga. Prin urmare, corpul in miscare pe orizontald, din cauza rotirii Pamantului pe
emisfera nordica devine spre dreapta, iar pe cea sudica spre stanga.

Acceleratia corespunzitoare este:

F .
ac=—2=2vw;=2vVwsin¥
m

Daca luam ac = ct, deviatia n timupl t este:

(De exemplu: un proiectil avand v = 500 m/s~?, la latitudinea ¥ = 45° in timupl t = 20
secunde, deci la un spatiu parcurs de 10000 m deviaza cu 10 m !).
Componenta F,, fiind pe verticald, se manifestd prin modificarea greutitii corpurilor

in miscare.

3.3.7. Principiul lui D’Alembert. Legatura intre dinamica si statistica
Daci F este forta efectiv aplicatd asupra punctului material, si R forta de legitura

necunoscutd ecuatia fundamentald a dinamicii poate fi scrisa sub forma:

Anterior am spus ci R 8F = 0, prin inmultire cu 8T rezulta:

(F-mr”) &r=0
sau analitic :
(X—m x") ox+(Y—m y")dy+(Z—m 2z'")dz =0

95



Conform ecuatiei, diferenta F — m r” poate fi considerati cota parte din forta
efectiv aplicata, care nu da nastere la acceleratii. Daca aceasta parte a fortei se considera
ca forta pierduta, se poate enunta principiul lui D’Alembert: punctul material in miscare
se deplaseaza astfel incat lucrul mecanic virtual al fortei pierdute In orice moment este
nul.

Legatura intre dinamica si staticd; forta de inertie. Consideram ca in ecuatia
produsul (—m a) este o forta numita forta de inertie.

Comparand ecuatia:

Cu ecuatia din statica :

deducem ca o problema de dinamica formal poate fi redusa la o problema de echilibru
— de staticd — daci la forta efectiv aplicatd (F) asupra punctului material se adaugi forta
de inertie. Aceasta ne permite sa determinam legile de miscare din legile simple ale
echilibrului.

In privinta notiunii de fortdi de inertie subliniem urmitoarele, ecuatia
fundamentali F = m a (unde desigur in loc de F poate fi scris R ) nu spune absolut nimic
despre legitura cauzala dintre fortd si acceleratie. In aceasta privinta pot exista doua
conceptii:

- forta poate fi privita ca fiind o consecinta dinamica a acceleratiei. Aceasta
conceptie este conceptia dinamicad despre forta.

- Se poate spune cd asupra corpului ce se deplaseaza cu acceleratia a actioneaza si
forta de inertie

—méZFi

si deci rezultanta tuturor fortelor in orice moment este nuld
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Aceasta este conceptia statica despre forta.

Cele doua conceptii exprima acelasi lucru, Insa in mod diferit. Fiind vorba de
aceeasi ecuatie, ambele conceptii pot fi aplicate in cadrul problemelor insd nu simultan,
deoarece 1n cazul conceptiei dinamice nu are sens sa vorbim despre forta de inertie, iar
in cazul conceptiei statice cand rezultanta tuturor fortelor este nula nu se poate spune ca
forta este o consecinta a accelerantiei.

Cele doua conceptii apar chiar si in cazul unor experiente simple. Ridicand un
corp de o anumitd greutate si dandu-i in timpul ridicdrii o acceleratie, simtim ca
depunem o fortd mai mare decat forta de greutate a corpului si deci putem considera
aceasta crestere a fortei ca o consecintd a acceleratiei. Tot atat de acceptabila este insa
si afirmatia ca din cauza acceleratiei simtim ca si cand am tine in echilibru un corp de
greutate mai mare.

In baza acestor experiente simple putem recapitula ci in cazul deplasarii
accelerate in sus a unui corp conform conceptiei statice despre forta, greutatea corpului
creste, iar in cazul deplasirii accelerate in jos greutatea corpului scade. In cazul ciderii
libere corpul nu are greutate. Desigur conform conceptiei dinamice aceasta ultima
afirmatie nu se poate accepta deoarece tocmai greutatea corpului este cauza accelerarii
cu g. Drept verificare se poate observa aceastda scadere a greutatii corpului stand pe
cantar si facand la un moment dat o genoflexiune. Cantarul va indica o greutate mai

mica in timpul acestei miscari.

3.3.7.1. Miscarea curbilinie

Daca punctul material se deplaseaza pe o curba data se poate scrie ecuatia:
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Vom scrie aceasta ecuatie cu ajutorul componentelor vectorilor pe directiile
axelor sistemului natural. Tinand cont ca forta de legatura are componenta tangentiala
R, nula

(legatura fara frecare) si ca acceleratia are componentele, cele trei ecuatii vor fi :

FZ —mV'=0

2
Fy +R,-m—=0

Fb+Rb:O

Prima ecuatie este ecuatia de miscare cunoscutd sub forma F; = m a". Forta F;
fiind componenta tangentiald a fortei efective, modifica viteza punctului material.

A doua ecuatie, exprima echilibrul fortelor pe directia binormalei.

A treia ecuatie, de multe ori a dat nastere la confuzii. Sa stabilim ce insemnatate
are aceasta ecuatie.

Conform conceptiei dinamice despre forti, acceleratia normali (centripetd) V2 /r

1a nastere datorita fortei centripete care are sensul acceleratiei si modulul.

m V2

=F, +Ry

deci, suma componentelor normale ale fortelor efective si de legaturd. Forta centripeta
in cazul rotirii unui corp prin intermediul unui fir intr-un plan vertical este forta
exercitatd de catre fir asupra corpului, plus componenta normala a fortei de greutate a
corpului.

Reactiunea fortei centripete, conform axiomei III este dupd normala principala,
are modulul tot m V2 /r insa aceasta nu actioneaza asupra corpului ci asupra legaturii !
In exemplul nostru, actioneaza prin intermediul firului asupra mainii si deci nu aceasta
este forta centrifuga.

Conform conceptiei statice (D' Alambertiene) ecuatia 2 are urmatoarea

semnificatie. Forta centripetd F, + R, este echilibrata de o fortd de sens contrar avand
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modulul m V?2/r care, actioneazi tot asupra corpului in miscare si este cunoscutd sub
numele de fortd centrifuga. Prin forta centrifuga, ca de altfel prin orice fortd de inertie
se manifesta inertia corpului — reactiunea corpului fata de modificarea vitezei in timpul

miscarii (figura 3.33.)

forta centri -

\fuyé :

reactiunea fortes
centripefe

forla centrjpeld

Figura 3.33.

In ecuatia 3 se poate scrie raportul V2/r cu ajutorul vitezei unghiulare de la
miscarea circulara, deoarece pe o portiune foarte mica a curbei oarecare, miscarea poate
fi privita ca o miscare de rotatie pe un cerc de razar.

Cu elementele de mai sus expresia fortei centripete si a fortei centrifuge este :

Accentudm din nou ca pand in prezent toate problemele expuse au fost

considerate va avand loc in sistemul de coordonate inertial.

3.3.8. Ecuatia fundamentala a dinamicii in sistemul de referinta mobil

Ecuatia fundamentald m 3 = F cu ajutorul cdruia am dedus legile stabilite pana in
prezent conform axiomei I au valabilitate numai in sistemul de referintd inertial. Este
logic sa ne punem intrebarea ce forma va avea ecuatia fundamentala intr-un sistem de

referinta S, care are o miscare datd fatd de sistemul inertial S;. Problema pusa are
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importanta practicad, deoarece de multe ori este de dorit ca fenomenul sa fie descris nu
fata de sistemul inertial ci de exemplu, fatd de Pamant sau chiar fata de un alt mobil.
Prima parte a problemei este pur cinematica si se referd la determinarea relatiei

intre acceleratiile unui punct in miscare fata de ambele sisteme.

3.3.8.1. Vectorul viteza unghiulara

Sa presupunem ca un corp rigid se roteste cu o vitezd unghiulard constantd in
jurul unei axe fixe. Fie vectorul r, vectorul de pozitie al unui punct P al corpului fata de
un punct oarecare O de pe axa fixa. Viteza punctului P in acest caz se poate determina,
conform figurii 3.34. cu ecuatia :

V=wog=wrsinb

Figura 3.34.

Prin compararea celor doud ecuatii, ne dim seama ca partea dreaptd a ecuatiei
exprima valoarea absoluta a unui produs vectorial format cu vectorii @ si T . Astfel viteza
unghiulara este un vector pe axa de rotatie avand sensul astfel ales, incét cu sensul de
rotatie al corpului sa formeze un surub drept.

Prin introducerea notatiei w, vectorul vitezd a punctului P este :

<l
1

el

=

Aceastd ecuatie vectoriald stabileste conform definitiei produsului vectorial

directia si sensul vectorului viteza V.
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3.3.8.2. Cinematica miscarii relative
Daca fata de sistemul de referintd S; un alt sistem S, are o miscare data, si daca
in fiecare sistem existd cate un observator, cei doi observatori vor descrie miscarea
punctului material in mod natural. Intrebarea este: ce relatie existi intre miscirile
descrise in cele doua feluri, intre cele doua viteze si intre cele doua acceleratii. Sistemul
S; fiind un sistem inertial, miscarea punctului material fatd de acest sistem se va
considera miscare absolutd. Vom numi miscarea punctului material fatd de sistemul
mobil S,,, miscare relativa. Se obisnuieste ca miscarea sistemului mobil fata de cel fix
sd se numeasca miscare de transport.
Identificarea diferitelor migcari se face astfel :
a) fixam punctul, rigid de sistemul mobil. Am anulat astfel miscarea relativa si
ramane numai cea de transport.
b) anulim miscarea sistemului mobil. In acest caz singura miscare pe care o are
punctul este cea relativa.
Notam cu X; , Vi , Z; $1 Xm » Ym » Zm coordonatele punctului P dupa cum pozitia sa

este raportata la sistemul fix S; sau mobil S;,,. Vectorii de pozitie vor avea expresiile:

I =x1+yj+ zKk,

To =Xl + yo) + Zok

ry, = XmT +ypam+z,n

unde am notat cu 1, m , fn vectorii unitari de pe axele sistemului mobil S,,,.

Figura 3.35.
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Pentru a studia miscarea de transport vom considera punctul P legat rigid de
triedrul mobil, adica X, , y,, Si Zy, sunt constante. Miscarea de transport se reduce la
miscarea sistemului mobil. Observim ci vectorii unitari I, m , i sunt mobili, miscandu-
se odatd cu axele sistemului S,,,. Marimea lor rimane constanti | 1| = |m| = |n| = 1, dar
variaza pozitia.

Sa calculam derivatele lor dupa regula data, tinind cont ca raportul dintre d¢/dt

este viteza unghiulard w.

dl _

o Lo11]
dm _ . —  _
E—[wzm]
dn _
d_2:[®3n]

Vectorii ®; , ®, si wssunt in aparenta arbitrari, independenti intre ei.

Tinand insa cont de perpendicularitate:

Im=0;: mn=0: nl=0

Derivam, de exemplu prima relatie:

in care facand permutari de factori, rezulta:
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Aceasta relatie ne arata ca vectorii @, si @, Nu sunt arbitrari. Ea are loc numai
daca w,; si w, sunt egali.

Procedand la fel cu celelalte relatii rezulta:

Deci, derivatele vectorilor unitari de pe axele mobile sunt:

dl _ T, .dm _ o q.dn _ _ _
—=[wl];,—=[owom];,—=[wn

[61; 2 =[am]; T =[o]
A cunoaste miscarea triedrului mobil, inseamna a cunoaste miscarea unui punct

oarecare al sau, de exemplu P.

Sa determinam viteza lui P. Intre vectorii de pozitie avem relatia evident:
F, =Ty + Iy
care prin derivare da viteza de transport:

< _dfj_df, , dF
ki
Primul termen din membrul drept reprezinta viteza originii sistemului S, si are

expresia:

= dr dxg -  dyg_- . dzg —
=G0 _dxo g, dyo s doo
dt dt dt dt

Observam ca aceastd viteza nu depinde de punctul P considerat. Ea are aceeasi
valoare oricare ar fi punctul de care ne ocupam. Rezulta ca toate punctele sistemului S,

au aceeasi viteza V), deci aceasta este viteza unei misciri de translatie.
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Termenul al doilea are expresia:

dfy, _ d = _ _
— == (x4, 1+ m+z.,n

Deoarece P este rigid legat de S,,, coordonatele sale ( X, , Ym » Zm ) SuUnt

constante, asa ca:
drfm dl dm dn

=X, —*+ — +7zZ
dt m 4¢ ymdt m g¢

Tinand seama de relatiile anteriore, putem scrie:

1
gl
=

8

dfp, _ — _ _
I = [ & (% T+ Y T+ 2 1))

Cu aceasta, viteza de transport (devine):

Vtr:VO'{'[(T)Fm]
care aratd cd miscarea sistemului S, € compune dintr-o translatie V;, si o rotatie in jurul

unei axe w ce trece prin originea acestui sistem. VVom numi aceasta miscare roto-

translatie (figura 3.36.).

Figura 3.36.
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3.3.8.3. Vitezele la miscarea relativa

Sa consideram acum ca punctul P are o miscare relativa fatd de sistemul mobil
Sm-

Coordonatele sale x,, Ym, Zm, sunt variabile, functii de timp. Sa deducem
expresia vitezei absolute a punctului P.

Derivand, obtinem:

dfy , dF

A I'g + 'm
dt  dt

Termenul al doilea devine:

dr dx dym — ,dz
dtmz a(Xml_l_ymm.|_Zmn)_[(,L)(Xml+ymm+zmn)]+ dm1+ d:‘ m +—2
n=
_ OTm
+_

Introducénd in expresia lui V,, avem:
OTm
V,=Vp+[@F, ]+ pn

Aici primii doi termeni, reprezinta viteza de transport al triedrului mobil S, iar
ultimul este viteza relativa a lui P. Intr-adevar, variaza numai pozitia punctului (X, ,Vm

) iar 1, M , 0 sunt considerati constanti, deci triedrul a fost imobilizat. Notim deci:

_0Tm
rel — At

<l

Putem deci scrie formula generald a vitezelor in miscare relativa:

Vz ::iar+'§§el

Marimea vitezei absolute se obtine, inmultind relatia ( 2.210 ) cu ea insasi. Avem:
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Va2 = Vtzr + Vrzel +2 (vtr vrel)
Va2 = Vtzr +V, rel +2 (Vtr rel ) COS( Vtr ’ rel)

3.3.8.4. Acceleratiile in miscare relativa

Derivand expresia vitezei absolute, obtinem acceleratia absoluta:

= —4Va _dVo _d o d  0Tm
@~ T a dt[ ® Ty ]+ t( at)

Primul termen din membrul al doilea reprezinta acceleratia a, a originei
sistemului mobil si nu depinde de punctul P considerat.

Al doileane da :

@] =[]+ [® 2]

si tindnd seama de relatia de mai sus, vom avem:

[wrm]—[srm]+[w[wl‘m]]+[_a;in

Termenul al treilea se deriveaza dupa aceleasi reguli ca 1, deci:

d al"m _arm azfm
4 ) - g5 g 4 £

Acceleratia absoluta devine:

82 =3 +[ETn] + [0 [0 Tl + 55 + 262
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Ea se compune din trei parti:

1. Acceleratia de transport:
5tr = 50 + [E I_.m] + [(T) [(T) I_.m]]

care este tocmai derivata vitezei de transport in ipoteza ca r,, = const.

2. Acceleratia relativa :

0%Tm

arel = at2

Se vede ca este derivata vitezei relative obtinutd in ipoteza ca sistemul S, nu se
misca,adica @ = 0.

3. Acceleratia complimentara:

_ — 0Ty —_ =
ac=2[w% :Z[wvrel]

In concluzie, in miscarea relativa deosebim trei acceleratii:

Ay = A¢r + Arel + ac

3.3.8.5. Ecuatia fundamentala a dinamicii

Ecuatia fundamentala a dinamicii in sistemul S,;, rezulta prin inmultirea acestuia
cu masa m. Sistemul S; va fi considerat ca sistem inertial in care este valabilad ecuatia
ma=F.

Daca deci in sistemul S; avem:
ma, =F
atunci in sistemul S, vom avea:

marele_méo_m[(T)[(T)Fm]]_zm[(T)vrel]_m[gfm]
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Dupi cum arati ecuatia anterioard, in sistemul S, ecuatia fundamentala 7" = F
nu este valabild, deoarece in partea dreaptd in afard de forta F ce actioneazi asupra
punctului material mai sunt patru termeni. Observatorul din sistemul S, cunoscand
miscarea sistemului sau S, fata de sistemul S; poate atribui aparitia acestor patru forte
chiar miscarii sistemului sau si poate proceda in doud moduri. Fie ca renunta la
descrierea fenomenelor mecanice argumentand cd nu se afla in sistem inertial, fie cd la
forta F mai adaugi cele patru forte, in cazul in care totusi vrea si descrie fenomenele
mecanice in propriul sistem. In cazul special cind F= 0, cu cei patru termeni poate
descrie inertia corpului, conform caruia corpul lasat liber in sistemul inertial (nu in
sistemul S,,,) se misca fara acceleratie.

In consecinta, daci cei patru termeni consideram ca sunt “forte de inertie” atunci
putem enunta urmatoarele: Ecuatia fundamentald a dinamicii are aplicabilitate in orice
sistem de referintd dacad la fortele efective ce actioneaza asupra punctului material
adaugam si fortele de inertie. Sistemul inertial este caracterizat tocmai prin faptul ca in
acest sistem nu sunt forte de inertie.

Dintre aceste forte carora le-au dat numele de forte de inertie, doua au denumire

speciala: al patrulea termen este forta Coriolis, al treilea este forta centrifuga.
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